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LỜI NÓI ĐẦU 


Số học, ngành lâu đời nhất uà đầy hấp dẫn của toán học, 
đã từng được một nhà toán học nổi tiếng goi là ” bà chúa của 


” 


toán học ”. Các bài toán số học đã làm say mê nhiều người, từ 
những nhà toán học lỗi lạc của mọi thời đại đến đông đảo các 
bạn yêu toán. Thế giới các con sô, rất quen thuậc uới chúng tq 
trong cuộc sống hàng ngày, là một thế giới hết sức kì lạ, đầy 
bí ẩn : loài người đã phút hiện trong đó biế t bao tính chất rất 
hay, nhiều quy luật rết đẹp uà có khi rất bất ngờ, đồng thời 
cũng đương chịu bó tay trước nhiều sự hiện, nhiều dự đoán. Điều 
lí thú là nhiều nệnh đề khó nhất của số học được phát biểu rất 
đơn giản, di cứng hiểu được; nhiều bài toán khó có thể gidi rất 
súng tạo Uới những kiến thúc số học phổ thông. Không ở đâu 
như trong số học, chúng ta lại có thể lần theo được dấu uết của 
những bài toán cổ xưa để đến được uới những uấn đề mới đưng 
chờ người giải. 

Chính uì các lẽ trên đây nuà môn số học tuy chỉ được học 
ở 6~ 7 năm: đầu của trường phổ thông, nhưng các bài toán số 
học luôn có mặt trong các đề thi chọn học sinh gioi toứn ở tất 


cả các cấp học uà ở hầu hết các nước trên thế giới. 
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Cuốn sách này trình bày một số uấn đề cơ bản của số học 
phù hợp uới trình độ học sinh khó giỏi toán cấp 2 uà 3. Sách 
gồm có 4 chương uà một phụ lục; sau mỗi chương (hoặc phần 
của chương) có nhiều bài tập từ dễ đến tương đối khó. Các chương 
độc lập uới nhau, bạn có thể đọc chương nào trước cũng tÌược 
(bỏ qua các chỗ in chứ nhỏ). Phần “Gợi ý giải bài tập” chí giúp 
bạn khi gặp khó khăn, 0à tác giả luôn hi Uuọng rằng bạn đọc sẽ 
có những ý hay hơn , sáng tạo hơn. So uới bản in lần thứ nhất 
(1991), bản in lần thứ hai này có một số s¿a chứa nhỏ, đọc biệt 
là bố đi Phụ lục 2 ( Hoán uị uà tổ hợp, công thức Neuton) 0ì 
nội dung này đã được trình bày đầy đủ trong sách giúo khoa 
Giải tích 12, kể từ năm học 1999-93. 

Tác giả xin chân thành cắm ơn những nhận xét quý báu 
của bạn đọc. 

Thành phố Hồ Chí Minh, tháng 6 năm 1993 
HGÀNG CHÚNG 
CÁC KÝ HIỆU : 
V Mở đầu phép chứng minh một định lí, 
lời giải một bài toán 
gÌ Kết thúc chứng minh một định lí, 


lời giải một bài toán 


Các số nói đến trong sách này, nếu không ghi chú gì khác, 
đều là số nguyên ( thuộc 2 ). Riêng trong chương 2 và chương 
4 chỉ xét các số tự nhiên ( thuộc N ). 


— 





Trong LẦN XUẤT BẢN THỨ NĂM 
trang 88 được viết lại cho phù hợp với thành tựu mới : 
một số sai sói do chế bản in đã được sửa. 
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CHƯƠNG 1 


PHÉP CHIA CÓ DƯ. ĐỒNG DƯ 
THỨC VÀ PHƯƠNG TRÌNH ĐỒNG DƯ 


Từ Hàn Tín đến Gauss 

Trong uni‹ệt cuốn sách toán của Trung Quốc cách đây khoảng 
1500 năm, có giải một bài toán gọi là Hàn Tín điểm binh như 
sau : 

Bảo lính sắp hàng 3, hàng 5 rồi hồng 7, mỗi lần sắp thì 
đếm số le ở hàng cuối cùng. Nhân số lẻ hàng 3 cho 70, số lẻ 
hàng õ cho 21, số lẻ hàng 7 cho lỗ rồi cộng tại. Lấy số thành 
thêm: nột bội của 105 thì được số lính. 

Thí dụ: nếu sắp hàng 3 lẻ 2,hàng 5 lẻ 3, hàng 7 lẻ 4 thì 
số lính là 

x = 2.70 + 3.21 + 4.1ỗ + k.l05 = 263 + k.105. 

Nếu biết chừng số lính từ 800 đến 900 thì có x = 893 (lấy 
k = G6). 

“Qui tắc điểm binh” trên đây được tóm tắt cho dễ nhớ 
trong bốn câu thơ. 

Đến thế kỉ thứ 13, nhà toán học Trung Quốc Tần Cửu 
Thiều đã trình bày đây đủ hơn phương pháp giải những bài toán 
tương tự bài toán Hàn Tín điểm bỉnh, thí dụ bài toán Mất trộm 
Øqœo sau đây: 


ö 
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Có một nhà mốt trộnt gạo. Nhà đó có ba thùng gạo đầy uà 
bằng nhau, nhưng không biết là bao nhiêu. Sau khi mốt thì thấy 
thùng bên trúi còn niột hộc, thùng giữa còn 1 thăng 4 hộc, thùng 
bên phải còn một hộc.Về sau bốt được ba tên trộm Giáp, AI, 
Bính. Giáp khơi rằng ban đêm sờ được cúi gúo cho uào đong 
gao thùng bên trái đổ uào túi, At khai rằng đá phải chiếc giầy 
gỗ cho uào thùng giữa đong gạo, Bính khai rằng sờ được cới bói 
son cho 0Uào thùng phải đong gạo, lấy uề ăn lâu ngày, quên mối 
không biêt là bao nhiêu. Từm tang uột thì thấy: góáo đựng 1 thăng 
9 hộc, giầy gỗ đựng 1 thăng 7 hộc, bát son 1 thăng 2 hộc. Theo 
tang uột, tìm xem mỗi tên lấy trộn: bao nhiêu ? (1 thăng bằng. 
10 hộc ) 


Để giải bài toán Hàn Tín điểm binh ta phải tìm x sao cho. 
x chia cho 3, dư 2 x— 2 chia hết cho 3 
x chia cho 5, dư 3 hay là x— 3 chia hết cho 5 
x chia cho 7, dư 4: x¬ 4 chia hết cho 7 


Tương tự như vậy với bài toán ÄMấ? trộm gạo. Với phương 
pháp giai các bài toán này, các nhà toán học Trung Quốc 
thời ấy đã biết sử dụng các định lí vê chia hết, sớm có khái 
niệm vê đông dư thức, vê giải phương trình đồng dư mà mãi 
đến đầu thế kỉ thứ 19, nhà toán học Đức lỗi lạc C.EƑ.Gœuss (Gau-xơ, 
1777-1855) mới xây dựng thành một lí thuyết tương đối hoàn 
chỉnh. 


m1- Phép chia hết và phép chia có dư 


1-1-Cho hai số nguyên a và b (b > 0). Chia a cho b, ta có: 
a chia hết cho b hoặc a không chia hết cho b. 


1) a chia hết cho b hay a là bội của b, được kí hiệu là a : b. 
Ta cũng nói: b chia hết a, hay b là ước của qa và kí hiệu là 
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bịa. 

a : b (hay bịa ) khi và chỉ khi có số nguyên q sao cho 

a = bq. 

a:b®a = bq. 

Thí dụ : 18 = 3.6 œ 18 : 3 hay 3|18. 

2) a hhông chia hết cho b.Trong trường hợp này, khi chia 
cho b, ta được thương gân đúng là q và số dư là r (0<r<b) 
Ta viết được: | 

a = bq + r với <r<b 

Thí dụ:- Với a = 19, b = 3 ta có 19 = 3.6 + 1. 

Chia 19 cho 3 được thương gần đúng là 6 và số dư là 1. 

- Với a =-95 ,b = 7, ta có-95 = 7.4 ) + 3. 

Chia -25 cho 7 được thương gần đúng là-4 và dư là 43. 

- Với a = ỗ5, b = lÌ, ta có 5 = 11.0 + 5. 

Chia 5 cho 11 được thương gần đúng là 0 và số dư là 5. 

Một cách tổng quới, có thể nói rằng: 

Khi chia một số nguyên a cho một số nguyên b> 0, ta luôn 
có một số dư duy nhất là r với 0< r<b (a chỉa hết cho b nếu 
r>= 0, a không chia hết cho b nếu r # 0). Số dư r luôn nhỏ 
hơn b, tức là lớn nhất chỉ bằng b-— 1. 


Khi chia nột số nguyên a cho nuột số nguyên b>0 thì số dự 
là một trong b số từ 0 đến b — 1. 


Thí dụ:- Chia một số cho 2 thì số dư là một trong hai số: 
0 hoặc 1. 


- Chia một số cho 3 thì số dư là một trong ba số: 0,1 hoặc 2. 


- Chia một số cho õ thì số dư là một trong năm số: 0,1,2,3 
hoặc 4. 
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1.2 - Trong trường hợp a không chia hết cho b (số dư r 
0), thay vì lấy r > 0( từ 1 đến b~ 1 ), để tiện lợi trong 
chứng minh và giải toán, nhiều khi người ta cũng lấy số dư là 
số âm rˆvới r'= r— b (do đó |r]<b ). 
Thí dụ:- Chia 23 cho 3, được số dư là 2: 
23 = 3.7+2. 
Ta gọi 7 là thương gần đúng thiếu, vì 3.7 = 21<23. 
Cũng có thể viết: 
23 = 3.8 + (-]). 
Ta gọi 8 là thương gần đúng thừa, vì 3.8 = 24 > 23, và 
số dư là-— 1. | 
- Chia ð2 cho 6,lấy thương gân đúng thiếu là 8, ta có số 
dư là 4: 
52 = 6.8 +4. 
Nếu lấy thương gần đúng thừa là 9 thì có số dư là 4 _— 6 
=.~= 2“ 
52 = 6.9 + (2). 
- Chia -36 cho 5, ta viết được: 
—36 = 5-8) + 4 
hoặc là ~—36 = 5-7) + (-]). 
Số—8 là thương gần đúng thiếu, vì 5. (8) = -40 <-36, và 


ta có số dư là 4. Số ~7 là thương gân đúng thừa, vì 5.-7 ) = 
-35 >-—36, và ta có số dư là - ]. 


Coi số dư có thể là số âm như trên, ta có: 

- Khi chia một số cho 2 thì số dư là 0 hoặc 1, do đó mọi 
số nguyên đều có dạng 2k (bội của 2, số chắn) hoặc 2k + 1 (số 
lễ), trong đó k là một số nguyên. 


Nếu số dư trong phép chia cho 2 là 1 thì có thể coi số dư 


là 1-2 =-Il, do đó có thể nói: mọi số nguyên đều có dạng 2k 
hoặc 2k — 1. 
Ồ 
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- Khi chia một số nguyên cho 3 thì số dư là 0,1 hoặc 2, do 
đó mọi số nguyên đêu có dạng 3k (bội của 3 ) hoặc 3k + 1 (bội 
của 3 cộng 1) hoặc 3k + 2 (bội của 3 cộng 2 ). Với số dư là 2 
thì có thể coi số đư là —1, vì vậy có thể nói mọi số nguyên đều 
có dạng 3k hoặc 3k+l. 


Tương tự như vậy, nếu xét phép chia cho 4 thì ta có: mọi 
số nguyên đều có dạng 4k, 4k + 1 hoặc 4k + 2 (hay 
là 4k, 4k + 1 hoặc 4k ~ 2); nếu xét phép chia cho 5ð thì có: mọi 
số nguyên đều có dạng 5k, 5k + 1 hoặc 5k + 2:v.v... 

Ta só kết quả tổng quát như sau: 

a =bq +r(b>0) 

r là số dư khi chỉa a cho b> 0: 


: b 
b chăn + r = 0+1,+2.,.., k 
| b 

(hoặc r = 0,+1,+2,.., = ) 

- b—] 

b le > tr = 0, +1,+2,.., =. 


1.3 - Ước chung lớn nhất và bội chung nhỏ nhất 

Cho hai số nguyên dương a và b. Ước chung lớn nhất của 
œ 0à b được kí hiệu là ƯCLN (a,b) hay là (a,b).Một số d là ước 
chung của a và b khi và chỉ khi d là ước của ƯCLN (a,b): 

địa và dịb «œ d|(a,b). 

Bội chung nhỏ nhất của a và b được kí hiệu là BƠNN (ajb) 
hay là [a,b]. Một số m là bội chung của a và b khi và chỉ khi 
m là bội của BƠNN (a,b) : 


m : a và m : b © m: [a,b]} 
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Hai số a và b được gọi là nguyên tố cùng nhau khi và chỉ 
khi (a,b) = I1. 

Ta đã biết cách tìm (a,b) và {a,b] dựa vào sự phân tích a 
và b ra thừa số nguyên tố. Thí dụ: 

a = 126 = 2.377 b= 735 = 3.5.7 

= (ab) = 3.7 = 21 [{ab] = 2.325.72= 4410. 

Có thể chứng minh được rằng: 





[a.b] ab 
B, NT 
Từ đó: [a,b] = ab nếu (a,b) = 1. 


1.4 - Thuật toán Euclide (Ơclit) 

Có thể tìm ƯCLN của hai số, dựa vào định lí về phép chia 
có dư, mà không cân đến việc phân tích các số đã cho thành 
thừa số nguyên tố, 

Cho hai số nguyên dương a,b và giả sử a>b. 

Trước hết, ta chú ý rằng nếu b là ước của a thì (a,b) = b, 
Thí dụ: 80 = 16.5, do đó (80,16 ) = 16. 


Xét trường hợp b không phải là ước của a. Thí dụ: a = 
702, b = 306, và phải tìm (702,306). 

Ta chia 702 cho 306, được thương là 2 và số dư là 90 : 

702 = 306.2 + 90 

Vận dụng tính chất: nếu một số là ước của mỗi số hạng 
của một tổng (hiệu) thì nó là ước cuả tổng (hiệu) ấy, ta có: mọi 
ước chung của 702 và 306 cúng là ước của 702 — 306.2 = 90, 
do đó cũng là ước chung của 306 và 90. Ngược lại, mọi ước 
chung của 306 và 90 cũng là ước của 306.2 + 90 = 702, do đó 
cũng là ước chung của 702 và 306, vì vậy (702,306) = (306,90) 
và ta đã đưa việc tìm ƯCLN của hai số đã cho về việc tìm ƯCLN 
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của hai số tương ứng bé hơn. Tiếp tục nhiều lần như vậy, cuối 
cùng ta đi đến việc tìm ƯCLN của hai số mà số này là ước của 
số kia và có ngay được ƯCLN. Ta viết được: 


7102 = 3062 + 90 = (702,306) = (306,90) 
306 = 903 + 36 = (306,90)  = (90,36) 
900 =362 +18 29036) = (3618) 
36 = 18.2 = (36,18)  = 18 

Vậy (720,306) = 18 


Trong thực hành,người ta đặt phép tính như sau: 


c—i 306 
306 90 | 2 
90 n 3 


36 |18 2 
0 Ì 3 _ 

Việc thực hiện một dãy phép chia liên tiếp như trên để tìm 
ƯCLN của hai số được gọi là (huật toán Euclide. Như đã thấy 
qua thí dụ ở trên, thuật toán Đuclide dựa vào hai mệnh đề sau 
đây: 


l) a 
2) a = bq + r (rz0) + (a,b ) = (bịr) 


bq # (a,b) = b 


Có thể lặp lại các lập luận trong thí dụ đã xét (với a = 
702, b = 306) để chứng minh mệnh đề 2. 


Thuật toán Euclide có thể mô tả bằng một sơ đồ như sau 
(trong đó A: = a có nghĩa là A lấy giá trị a ) 


litos;fu0liúhifioeft-Srð 






Chia AÁ cho B 
A =Bq +wr 





Nếu thực hiện thuật toán Euclide để tìm ƯCLN của hai số, 
mà đến lúc nào đó ta có số dư là 1 thì hai số đã cho là nguyên 
tố cùng nhau. Thí dụ: tìm (87,25), ta có: 


87 
25 
Vậy 


lÍ 


25.3 + 12 => (87,25) = (25,12) 
122 + 1 > (25/12) 


= (12,1) 
(12/1) = 


lÍ 


Ap dụng- Giai bài toán sau: 


Cho n là một số tự nhiên bất hì. Hãy chứng nỉnh phân 


2ln+4 
lần + 3 


thức 


không thể giản ước được. 


(Đề thi học sinh giỏi toán cấp II toàn quốc, 1970 ). Ta áp 
dụng thuật toán Euclide để tìm ƯCLN cuả hai số 21n +4 và 


lần +8: 
2ln +4 
lán + 3 
12 


lÍ 


(lán + 3). + 7n + I1 zẽ (24n + 4, lán + 3) 


= (lán + 3, 7n + 1) 


(7n + 1).2 + l1 > (lán + 3,7n + l) = (7n + 1,1) 
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Vậy (2!1n + 4, lán + 3) = (7n + 1,1) =1. 


Hai số 2ln + 4 và l4n + 3 có ƯCLN là 1, nên phân thức 
2l+4 


————— không thể giản ước được. 
lán + 3 "hố = k 


Sau đây là một số định lí quan trọng, thường được dùng 


khi giải các bài toán vê chia hết: 


Định lí 1 

a) (ca,cb) = cúa,b) 
a bị (a,b) : 

b) || =— với c là ước chung của a và b. 
cóc C 


V a) Dùng thuật toán Euclide để tìm (a,b), ta được (a,b) = 
d. Sau đó , ta nhân cả hai vế của tất cả các đăng thức trong 
khi thực hiện thuật toán đó với số c. Như vậy, a,b và tất cả các 
số dư đêu được nhân với c, do đó (ca,cb) = cd = c(a,b). Œ 


V b)(a,b) = 2.3] "4 h _ 
C L® ©€ €© 


Định lí 2 Nếu tích œ.c chia hết cho b uà œb nguyên tố cùng 


IR 


nhau thì c chia hết cho b - 
a.c : b và (ab) = l1>e:b. 
W a,ec:b và be : b  b là ước chung của ac và bc. 
(ab) = 1 > (ac,bce) = c z c là bội của b. 
Định lHí 3 Nếu c chia hết cho a uà cho b mà œb nguyền tố 
cùng nhau thì c chia hết cho tích ab. 
ÿỤ c:a>c=ae 
c:b>c=aec : b, mà (ab) = l =#c, :b 


> c¡ = bc, 2 c = abc, = c: ab Ø 
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1.5- Định lí về phép chia có dư 


Trên đây, chúng ta đã thường xuyên sử dụng định lí về 
phép chia có dư. Sau đây là chứng min h của định lí trong trường 
hợp a và b đêu là số tự nhiên . 


Định lí Với mọi a,b € ÑN (b#0) bao giờ cứng có duy nhất 
cũp số q,r CN thỏa mãn: 


(1) a = bq + r, với Ö < r <b. 

Nếu a < b thì q = 0, r = a thỏa mãn (1). 

Nếu a = b thì q = l1, r = 0 thỏa mãn (1). 

Nếu a > b, ta viết dãy các hiệu số sau đây: 

a, a—b, a--b.2, a—b.3,... 

cho đến khi có số âm đâu tiên thì dừng lại. Gọi số không âm 
nhỏ nhất trong dãy trên là a— bq (> 0) thì số âm đâu tiên là 
a—=b (q + l1). Đặt a—- bq = r (>z O0) hay a = bq + r thì r <b 
(vì a—b(q + 1) = (a—-bq)—~ b = r—b < 0), tức là 0<r<b. 


Như vậy, trong mọi trường hợp, ‡a đều có cặp số q,r CN 
thỏa mãn (1). 


Ta chứng minh tiếp rằng cặp số q,r thỏa mãn (1) là duy 
nhất. Thật vậy, giả sử có hai cặp q,r; và q,r như vậy, nghĩa 
là: | 


a = bq; +rạ 0<r,<b 


bq + r, 0 <r<b. 


a 
Không mất tính tổng quát, có thể giả sử r> rị. Từ hai 
đẳng thức trên,suy ra 
b(qg-dq) =r-ri. 
Rõ ràng là r~rq< b, 


tức là b(q; — q)<°. 
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Trong tập hợp số tự nhiên, bất đẳng thức này xảy ra khi 
và chỉ khi q¡ ¬ q = 0, tức q¡ = q, điều này kéo theo rị = r. 
Như vậy cặp số q,r thỏa mãn (1) là duy nhất. 

1.6- Các bài toán về chia hết và phương hướng tìm 
lời giải 

Các bài toán vê chia hết có nhiều dạng; sau đây là một số 
hướng tìm lời giải, có thể giúp ích trong nhiều trường hợp. 

Cho mộ£ biểu thức A (n), phụ thuộc số n (n € Z bay n € 
Z`,một tập con của 2). 

a) Để chứng ninh A (n) chỉa hết cho một số nguyên tố p, 
có thể xét nuoi trường hợp 0uề số dự khỉ chỉa n cho p (0, 
+ D 

2 
Thí dụ 1- Chứng minh rằng 

A (n) =n (n + 1) (n + 4) 5 

UỚI nuọi số nguyên n. 


+ 1 s°e..° 


V Xét mọi trường hợp: 

+ n chia hết cho 5, rõ ràng A(n):5 . 

+ én không chia hết cho 5 thì ø có dạng 

5k +1 (chia n cho 5, dự +1) hoặc 5k +2 (dự +2). 
n = 5k +Jl >n^= 25k” + 10k + l12>nˆ^+ 4:5. 
5k +2 > nỄ = 25k” + 20k + 4> nˆ+ 1:5. 


A (n) là tích của ba thừa số, trong mọi trường hợp đều có 
một thừa số chia hết cho 5, vậy A (n ): ð với mọi n. C] 

b) Để chứng mình A (n ) chia hết cho một hợp số m, nói 
chung nên phên tích m ra thừa số.Giả sử " = p.d. 


n 


Nếu p uà q là số nguyên tố, hay p 0uồ q nguyên tổ củng 
nhơu thì tơ tìm cóch chứng ninh A (nJ: p uề A(n ) :q (từ đồ suy 
ra A(n) ; Ðq = ï 1). 
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Thí dụ 2- Chứng minh rằng tích của ba số nguyên liên tiếp 
chìa hết cho 6. 

W Gọi ba số nguyên liên tiếp là n,n + l và n + 2, tích 
của chúng là A (n) = nín + l)(n + 2). Ta có 6 = 2.3 (2 và 
3 là nguyên tố ); ta tìm cách chứng minh A (n): 2 và A (n): 3. 

Trong hai số nguyên liên tiếp, n và n + 1, bao giờ cũng có 
một số chăn, do đó A (n) : 2. 

Trong ba số nguyên liên tiếp, n,n + 1 vàn + 2, bao 
giờ cũng có một số chia hết cho 3, vì số dư khi chia n cho 
3 chỉ có thể là 0 (n chia hết cho 3) hoặc là I (lúc đó n + 2 
chia hết cho 3) hoặc là 2 (lúc đó n + 1 chia hết cho 3), do 
đó n (n + l1) (n + 2): 3. 

A(n): 2 và A (n): 3, vậy A(n) : 6. f 

Nếu p uà q không nguyên tố cùng nhau thì ta phân tích A 
(n) ra thừa số, chăng hạn A (n) = B(n).C(n) uòè tìm cách chứng 
minh B(n): p uà C(n) : q (suy ra A(n) = B(n).C(n) : p.q = mì. 

Thí dụ 3- Chứng ninh rằng tích cua hai số chẵn liên tiếp 
chia hết cho 8. 

V Gọi số chắn đầu tiên là 2n, số chấn tiếp theo là 2n + 2, 
tích cua chúng là A(n) = 2n (2n + 2). 

Ta có 8 =-4.2, và A(n) có thể viết thành A(n) = 4.n(n +]1), 
đây là tích của hai thừa số: một thừa số là 4, chia he“t cho 4, 
và một thừa số là n(n +1) luôn chia hết cho 2. 

Vì vậy A(n) = 4.n(n +1) : 4.2 = 8. 


€) Để chứng mình Atn) chia hết cho m, có thê biến đổi 
A() thành tông của nhiều số hạng uà chứng mình mỗi số lạng 
chia hết cho ím. 

Thí dụ 4- 
n bất hì (n > 
cho 6G. 


Chứng mình rằng lập phương của một số nguyên 
1) trừ đi 13 lần số nguyên đó thì luôn chia hết 
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(Đề thi học sinh giỏi toán cấp II toàn quốc, 1970 ) 

Ÿ Phải chứng mỉnh A(n) = nÌ~ lần : 6. 

Chú ý rằng lần = l2n + n mà l2n : 6, ta biến đổi A(n) 
thành A(n) = (nÏ—n) — 12n, và tìm cách chứng minh n”—n :6. 
Ta có 

n—n =n (n-1) = nín-l)(n + l1) 

và đây là tích của ba số nguyên liên tiếp: n—l, n và n + l1, 
tích này chia hết cho 6 (xem thí dụ 2). 

A(n) là hiệu của hai số hạng: n"— n và 12n, mỗi số hạng 
chia hết cho 6, nên A(n) : 6. Ö 

đ) Để chứng mình một tông không chỉa hết cho m, có thể 
chứng mình một số hạng nào đó không chia hết cho mì còn tốt 
cả các số hạng khác đều chia hết cho mm. 

Thí dụ ð- Chúng ménh rằng uới mọi số n lễ: 

n”h + 4n + õ không chia hết cho 8. 


V Đặt n = 3k + 1 (n lẽ) ta có 

nh+á4n +5=(2k+ ĐÊ+4(2k+ 1) +5 
(4K + 4k + 1) + (8k + 4) +5 
(4k + 4k) + (8k + 8) + 2 


4k(k + 1) + 8(k + 1) + 2. 


Đây là tổng của ba số hạng, số hạng đầu 4k(& + l) chia 
hết cho 8 (xem thí dụ 3), số hạng thứ hai §(k + 1) cũng chia 
hết cho 8, riêng số hạng thứ ba là 2 thì không chia hết cho 8, 
vậy tổng không chia hết cho 8. Ø 

e) Thường phải sử dụng kết quả sau đây: 


Nếu số dư khi chia a cho b > 0 là r (0<r£<b) thì số dư 


bhi chia d°®(n > 1) cho b là số dư khi chia rẦ cho b (số dự này 
bằng rˆ nếu rˆ < b). | 
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Thí dụ 6- Trở lại thí dụ 1: 


ní(n” + 1)(n” + 4) chia hết cho 5 với mọi n. 
Ta có thể trình bày lời giải như sau: 
+ n chia cho 5 dư 0 t>n:5Õ 
+ n chia cho 5 dư +] 
+ n^ˆ chia cho 5 dư (+ L)Ể = 1 =n+4:5 
+n chia cho 5 dư + 2 
=> nˆ chia cho 5 dư (+9) =4 =n+1:5 


Thí dụ 7- Chứng nuình rằng nếu n không chia hết cho 7 
thì nŠ + 1 hoặc n3— 1 chia hết cho 7. 


Vn không chia hết cho 7 thì n có dạng 


7k#+l, 7k#2 hoặc 7k+3. 
n=7k+1l1 =n`= p+ 1 


n=7k+2>n°=7q+8 
n= 7k + 3 > nÌ= 7r + 27 


7q +l) +1 
7(r+4) +l 


Trong mọi trường hợp, nh + 1 hoặc n—1là bội của 27. 


ø) Có thể dùng các công thức sau đây (dễ đàng kiểm tra 


lại): Ta 


đã biết: 

9 19 

a“—b“ = (a—b) (a + b}) 
a2”—b” = (a~b) (aŸ + ab + bŸ) 


a? + b = (a +b) (a“- ab + b?) 


Một cách tổng quát: 


(q1) 


a°”_~ b° = (a-—b).M với n bất kì , 


trong đó M = a?'! +a?*b +, „+ ab*2 + p?! 


(2) 


a°"- bŸ = (a + b).N với n chẵn , 


trong đó N = a2” — a*3#b +... + abR”2 - phTÌ 
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(3) aˆ + bỀ = (a + b).P với n lẻ, 
trong đó P = a2 !_— ah +. -abˆ~2 + ph~Ì 
Do đó, theo (1) và (2): 
a?_ b° chia hết cho a — b (nếu azb ) với n bất kì 
ah „ bˆ chia hết cho a + b (nếu a #-b ) với n chắn 
Theo (3): 
_ a? + bỀ chia hết cho a + b (nếu a #-b ) với n lẻ. 
Thí dụ 8- Chứng minh rằng 2'ˆ°— 1 : 15. 
Ta có 
2# = 16, do đó 9!2_ 1 = 16°—1 = (16—1).M = 1ỗ.M. 
Thí dụ 9- Chứng minh rằng 25+ 390 + 59:15. 
Vì 5 là số lẻ nên 2 + 3” = (2 + 3).P 
từ đó dễ đàng suy ra điều phải chứng ninh. 
h) Có thể chứng ninh bằng qui nạp toán học. 
Th( dụ 10- Chứng minh rằng 16°— lỗn —1 : 225. 
V Với n = 1 thì 16°..l15n—1 = 16—15—1 =0: 225. 
Giả sử 16*— 15k —~1 ¡ 225 
ta chứng minh 16*†Í _ 15 (k +1) —1: 9225. 
Thực vậy: 
16*†1 — 15(k+1) —1 = 16.16*~ 15k—15 — 1 
= (16 ~15k —1) + 15.16 ~ 15. 
Theo giả thiết quy nạp, 16Š ~ 15k - 1 : 225 


còn 15.16 _— 15 = 15 (16*_—1) ‡ 15.15 (do 16Š—1 = (16 -1).M 
= 15.M). Vì vậy 


16*†!_— 15(k + 1 —1:925. 
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Bài tập 

1.1 - Chứng minh rằng: 
a) 8926 _ 4621 : 2. 1091!990_ 1gọo!®”! không chia hết cho 2; 
b) 10?~ 4: 3; 9.10?” + 18 :27; 
œ) 4110~ 1: 10; 925— 14:6: 

1.9 - a) Chứng minh rằng: 
- tích của hai số tự nhiên liên tiếp chia hết cho 2; 
- tích của 3 số tự nhiên liên tiếp chia hết cho 6, 
- tích của 4 số tự nhiên liên tiếp chia hết cho 24; 
b) Tích của õ số tự nhiên liên tiếp chia hết cho bao nhiêu? 
e) Chứng minh rằng tích của hai số chắn liên tiếp chia hết cho 8. 
d) Tích của 3 số chắn liên tiếp chia hết cho bao nhiêu? 


1.3- Chứng minh rằng tích của một số chính phương với số tự nhiên 
đứng liền trước nó chia hết cho 12 (số chính; phương là số bằng 
bình phương của một số nguyên ›). 


1.4- Cho A(n) =n (nˆ + 1)(n^ + 4). Tìm điều kiện của n để A(n' 
120. 
1.5- Chứng minh rằng (ta — 1)0(nïn + 1) n^ tn^ + 1) 60 với mọi n. 
1.6- Chứng minh rằng với mọi n lẻ: 
an“ +án +3:8; 
bì n + 3n °~n~3 148, 
1.7- Chứng minh rằng với mọi n €N: 
a) 4? + lỗn~ 1: 9; 
b› 102 + lên - 28 : 27, 
1.8- Tìm số dư trong phép chia: 
a) bình phương của một số lẻ cho 8 ; 
b› 21999 cho 6 ; c¡ 21099 cho 25, 


1.9- Chứng mình rằng 
nh + 6n3 + 11nˆ + 6n chia hết cho 24 với mọi n CN. 


( Đề thị học sinh giỏi toán cấp II toàn quốc, 1975) 
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1.10- Chứng mình rằng một số có dạng nŸ- 4n2~ 4n” ~ lồn (n là số 
chân >4) thì chia hết cho 384. 
( Đề thi học sinh giỏi toán cấp TlÏ toàn quốc, 1970 ) 
1.11- Chứng mỉnh rằng với mọi n € 2 : 
a) n-n: 2; bJ n—n: 3; c) n—n!5. 
1.12- Chứng minh rằng: 
a) nh~ 1:8 với mọi n không chia hết cho 2. 
b) nŠ~ 179 với mọi n không chia hết cho 3. 
1.13- Chứng mình rằng nếu (n, 6) = 1 và n>Š thì n-~1194. 
1.14- Chứng mình rằng s6" _ 20": 35 với mọi n G€]N. 
1.1ã- Chứng minh rằng: 
a) ta? + b)(a2~ bố) ¡ 15 
b) ab (a^ + b2)(a^~ bố) ¡ 30 
1.16- Chứng minh rằng: 
a) Nếu mĩ + nˆ : 8 thì m vàn ?3; 
b) Nếu mỂ + nˆ! 7 thì m vàn! 7; 
œ Nếu m + n^: 5 thì 2m + n6 và 2n=m !ð 
hoặc 2m ~n : ỗ và 2n + mì: 5 ; 
d) mỸ + nŸ‡ 6 khi và chỉ khi m + n:6. 
1.17- Chứng minh rằng 4aˆ + 3a + 5:6 
khi và chỉ khi a và 6 nguyên tố cùng nhau. 
1.18- Chứng mỉnh rằng 
nŠ~ nŠ~ nŸ + n^: 1152 với mọi n le. 
1.19- Chứng mìỉnh rằng: 
a) Trong 11 số nguyên bất kì, bao giờ cũng có hai số có cùng chữ 
số tận cùng; 
b) Trong m + 1 số nguyên bất kì, bao giờ cúng có hai số mà hiệu 
chia hất cho mì; 
c) Trong m số nguyên bất kì, bao giờ cũng có một số chia hết 
cho m hoặc ít nhất hai số có tổng chia hết cho m; 
d) Trong 5 số nguyên tùy ý, bao giờ cũng có 3 số có tổng chia hết 
cho 3. 
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1L.20-.Có hay không có một số có dạng 
199119911991...1991000...000 
chia hết cho 1990 ? 
1.21- a) Tổng các bình phương của 5 số nguyên liên tiếp có thể là sô 
chính phương được không ? 
b) Tổng các lúy thừa chấn của 3 số nguyên liên tiếp có thể là lúy 
thừa chắn của một số nguyên không ? 
1.22- Chứng minh rằng với mọi số nguyên n: 
anˆ+n+9 không chia hết cho 3; 
b) : + 11n + 39 không chia hết cho 49; 
cìnˆ + Ÿn + 5 không chia hết cho 121. 
1.23- Một số có hai chữ số chia hết cho 7. Chứng minh rằng hiệu các 
lập phương của hai chữ số đó chia hết cho 7. 


1.24- Cho bốn số nguyên a,b,c,d. Chứng minh rằng 
(b ~ a)(c ~ a)(đ — a)tđ - c)(Œb - đ)(e — b) : 12 
1.25- Chứng mìỉnh rằng (a + b + c)Ở—- (a2 + b + c9): 24 
nếu a,b,c cùng chắn hoặc cùng lẻ. 
1.26- blbinEj nHẾ rằng 
19+389 +5" +1?2129 
1.27- Chứng minh rằng nếu a và b là hai số lẻ thì 
—a1~b?; 9? khi và chỉ khi a~ b ? 2, 
1.28- Tìm số dư trong phép chia số 
(P ~ 1)(Q~ 1) cho 192 
trong đó P và Q là hai số chính phương le. 
1.29- Chứng minh rằng 
(3 + 32+ 37 +..+3ˆml) : gọ 
1.30- Chứng minh rằng 
1 ba) 12 2; 139 
1.ö1- Tìm n > 0 sao cho : 
a) n^ˆ + 1 chia hết chon + 1. 
b) nˆ + 2n + 6 chia hết chon + 4. 
1.32. Với giá trị nào cúa n thì (n + ð)(n + 6) : 6n ? 


1.33- Chứng minh rằng 
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12+ 22+ 3+ 4ˆ):5 
khi và chỉ khi n không chia hết cho 4. 
1.34- Chứng minh rằng nếu k le thì 
1+ 2 +...+(n~ LỄ + nỀ : 1+ 2+..t(n-l) +n 
với mọi n€ Z. 
1.38ð- Cho 2ˆ = 10a + b. 


Chứng minh rằng nếu n >3 thì tích a.b chia hết cho 6. (a,b,n là 
các số nguyên dương và b <10.) 
(Đề thi học sinh giỏi toán cấp II toàn quốc, 1965) 
I.36- Cho biết 
nh sa o2n+] XE ontl + 1 


(a =0, 1, 9,...). Chứng minh rằng với mỗi số tự nhiên n có một 


và chỉ một trong hai số a., b„ chía hết cho 5. 
1.37- Tìm tất cả các số tự nhiên n để 2°~1 chia hết cho 7. 
Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n thì 2”+ 1 không chia 
hết cho 7. 
(Đề thi vô địch toán quốc tế, 1964). 
1.38- Chứng mỉnh rằng 
a) 1110 _ 1 : 100; 
b) 22222555 + ñngg2222 : q, 
1.39- Chứng minh rằng có vô hạn các số có dạng 
an =2°-ä3(n z 2) 
đôi một nguyên tố cùng nhau. 
1.40- Với giá trị nào của số tự nhiên n thì 
a) 3° + 63: 72; 
b) 20? + 16%8~ 3°~—1: 323 
1.41- Xét dãy số sau đây : 1,1,2,3,5,6,18,21,... 
được lập như sau: hai số hạng đầu tiên là 1, sau đó mỗi số hạng 
tiếp sau thì bằng tổng hai số hạng đứng trước nó. Gọi a, là 
số hạng thứ nhất, au là số hạng thứ hai AI là số hạng thứ k, 
ta co: 


ai =âu = 1, Ai = âu † Ai (với mọi k >Ì]). 
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Dãy số trên được gọi là dây số Fibonacci (Phibonaxi, 1180 - 1240, 
nhà toán học Ý ), Chứng minh rằng hai số hạng liên tiếp trong dây 
số Fibonacci là nguyên tố cùng nhau: 

(A¿ ây ị) = 1 với mọi k >1. 
1.42- Tìm hai số tự nhiên a và b biết: 

aì)a + b = 128 và (a,b)› =16; 

bì ab = 216 và (a,b) = ổ; 

œ©)› ab =18 và la,b] = 160 ; 

đd) 7a = 11b và (a,b) = 46. 

1.43- Chứng minh rằng: 


a) (a,b) = (ta, a+b) 
b) (a,c) = 1 và (b,c) = I + (ab, œ) = 1. 
©) (ab) = 1 3 (ab,a + b) z= 1 


đ) (a,b) = Ì z2 (a+b, á-b) = 1 hoặc = 2. 
1.44- Chứng minh rằng | 


b + 2a 


a^ + 8a2+ 1 | 
1.45- Tìm n dể cho các phân số sau đây là tối giản: 
n + 15 
a)—” ”; 
 = 2 
l8n+ 3 
Xe — 
21n + 7 


5ñn"+ 6 


là tối gian. 


C} 
Õn + ồ 


1.46- Chứng minh rằng: 
a) (ỗa + 3b, 13a + 8Ù) = ta,Ù) 
b) (18a + 5b; 1la + 3b) = (a,b) 
1.47- Biết ràng (a,b) = 1, hãy tìm (lla + 2b, lễa + §Sb). 
1.48- Tìm: a) (n,n + 2), b)(n,n +1), 
1.49- Tìm BCNN của ba số tự nhiên liên tiếp. 
1.50- Chứng minh rằng: 
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a) Trong 5 số dương liền tiếp: 
- không có hai số nào có ước chung d z 5; 
- có ít ra là một số nguyên tố với bốn số kia. 
b) Trong 6 số nguyên dương liên tiếp: 
- không có hai số nào có ước chung d z ổ, 
- có ít ra là một số nguyên tố với năm số kia. 
1.5I- Cho a = 123450789 và b= 987654321. 
a) Tìm (a,b) 
b) Tìm số dư khi chỉa [a,b} cho 11. 
1.52- Cho A = m + nvà B=m +n) trong đó 0m và ø là những số tự 
nhiên nguyên tố cùng nhau. Tìm ước chung lớn nhất của A và B. 
(Đề thi học sinh giỏi toán cấp II toàn quốc, 1960 ) 
1.53- Cho hai số tự nhiên aä và b. Có thể phân tích a và b ra thừa số nguyên 
tố như sau: 


a = pịl.p22...PIk 


b 


bo - 
b 22... DLk, 


b 
Pụi ‹Đ 
trong đó Pạ: P¿;-.Dụ là các số nguyên tố, đôi một phân biệt, 


ái, 8, và Dị, b.,...bịy là các số tự nhiên (chú ý rằng p?= 1). 


Thí dụ: 

a=24= 299 = 2036Ẻ 

b= 295 = 3252 = 30326^ 
Ta dùng kí hiệu: 


min (p,q) là số nhỏ trong hai số p,q 
max (p,q) là số lớn trong hai số p,q. 
Thí dụ: min (3,8) = 3 còn max (38) z 8. 
Với kí hiệu như trên, ta có: 
(a,b) = phinG, Bị, phản Gà, Bài nam ÔA, Bị 


la,b] 


ng (ai bạ n (đa bạ s Men (lay, : Đụo 
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Hãy chứng minh rằng: a) la,bÌ = ——— 
(a,b) 


bì Với mọi số tự nhiên p,q,r, ta có 
max(p, min(q,r)}= min ((max(p,q), max(p,r)) . 
Từ đó suy ra răng: | a, (b,c) } = ( {a,b], la,cl ) 
2 - ĐỒNG DƯ THỨC 


2.1 - Định nghĩa 
Cho một số nguyên m >0: Nếu hai số nguyên a và b cho 
cùng số dự khi chia cho m (tức là a—b chia hết cho m) thì ta 


nói rằng 
a đông dư với b theo modun m 
và viết a £= b( mod m ) 


Đây là một đông dư thức (với a là vế trái, b là vế phải). 


Thí dụ: 

46 = 16 ( mod 10 ) vì 46 — 16 = 30: 10 
ð = l(mod 2) vì 5—1l=4:2 

2 = 16( mod 3) vìi~2— 16 =~l8§ : 3 


Nếu a - b chia hết cho zz thì có một số nguyên / sao cho 
œ~- b = m† 
Do đó, theo định nghĩa của đồng dư thức: 


a z# b (mod mì) 
có nghĩa là a~b = m.t (t nguyên) 
hay a=b+mt 


Trong trường hợp |b| < m thì 
a # b( mod m ) 


có nghĩa là chia a cho m, có dư là b. 
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Nói riêng: a =# 0 (mod m ) 


có nghĩa là a chia hết cho m. 


Thí dụ : | 
12 =ä ỗ( mod 7) nghĩa là: 12 chia cho 2, dư ð; 
17 =~l ( mod 9 ) nghĩa là: 17 chia cho 9, dư-]; 
35 = 0( mod ð ) nghĩa là: 35 chia hết cho 5. 


Nếu a # b ( mod m } là sai 

thì ta cũng viết a # b (mod m). 
Thí dụ: 12 z 0( mod 10 ), 13 £ 2 (mod 4 ). 
2.9 -‹ Các tính chất của đồng dư thức 


Đông dư thức có nhiều tính chất tương tự các tính chất 
của đẳng thức. Có thể chứng minh dễ dàng các thính chất sau 
đây: 


a) Ta có 

a = a (mod m) với mọi a 

a = b (mod mì)  b # a (mod m) | 

a = b (mod-m) và b # c (mod m) > a = c (mod m) 


(tính chất thứ ba được gọi là tính chất bắc cầu của quan 
hệ đông dư). _ 

Do có các tính chất này, quan hệ đồng dư (theo modun m) 
chia tập hợp các số nguyên ra thành mì lớp; bất cứ số nguyên 
nào cũng thuộc một trong mì lớp đó, hai số trong cùng một lớp 
thì đồng dư với nhau (theo modun m), hai số khác lớp thì không 
đồng dư với nhau (theo modun m). Thí dụ: quan hệ đông dư 
theo modun 2 chia tập hợp các số nguyên ra thành 2 lớp: lớp 
các số đồng dư với 0, mod 2(các số chia hết cho 2) và lớp các 
số đồng dư với 1, mod 2 (các số chia cho 2, còn dư 1) ; - quan 
hệ đồng dư theo mod 3 chia tập hợp các số nguyên thành 3 lớp: 
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lớp các số đồng dư với 0, mod 3(các số bội của 3), lớp các số 
đồng dư với 1, mod 3(bội của 3 cộng 1), lớp các số đồng dư với 
2, mod 3(bội của 3 cộng 2); v.v... Đó là cách diễn đạt khác (dùng 
khái niệm đông dư) của điều chúng ta đã biết: mọi số nguyên 
đều có dạng 2k hoặc 2k + 1; mọi số nguyên đều có dạng 3k, 
3k + 1 hoặc 3k + 2; v.v... (xem tr.9). 


b) Ta có thể cộng, trừ hay nhân từng uế hai đồng dư thức 
theo cùng n:odun. 


"Nếu a # b (mod m) 
c€ =  d (mod mì), 
thì) a +c  =# b+ d (mod m) 
a—=c = b—=d (mod 1m) 
a.C = b.d (mod m) 


Từ đó, suy ra rằng: Có (hể cộng hay trừ cùng một số uào 
hai uế của một đồng dư thức (có thể chuyển nuột số từ uế này 
sang uế hỉu, nhưng phải đôi dấu của nó ), có thể nhân hai uế 
của đồng dư thức uới cùng một số, có thể nâng hai uế cửa đồng 
dư thức lên cùng một lũy thừa, nghĩa là 


a #= b (mod mì) => a + c= b+c (mod m) 
a + œ # b (mod mì) = a 8# b=C (mod mì) 
a =b (mod m) >emn.a = n.b (mod m) 
a #=b (mod m) => a" z bề (mod mì) 


©) Ta cô thê chia hai uể của một đồng dư thức cho ước 
chung của chúng, nếu ước này nguyên tố uới modun mm. 


V Cho a = b (mod m) và a,b có ước chung là k, tức là a 
= ka', b = kb'. Thế thì ka =# kb'(mod m), nghĩa là ka*~ kb” 
= kía'- b') chia hết cho m. Nhưng theo giả thiết thì (k,m) = 
1, nên phải có a`— b` chia hết cho m, tức là a'= b (mod m), 
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Thí dụ: Ta có 
48 = 18 (mod ]0) 

48 và 18 đều có ước chung là 3, nguyên tố với 10. Có thể 

chia hai vế cho 3 và được: 
16= 6 (mod 10) 

Chú ý rằng 48 và 18 cũng có ước chung là 6, nhưng 6 
không nguyên tố với 10, ta không thể chia hai vế của đồng dư 
thức cho 6 được: chia 48 và 18 cho 6 ta có các số tương ứng là 
8 và 3, mà 8z 3(mod 10). 

đ) Ta có thể nhân hai uế uề modun của đồng dư thức uới 
một số nguyên dương. 

a # b(mod m) 2 ac # b.c (mod m.c), với c >0 

Ta có thể chia hai uế uà nvodun của một đồng dư thức cho 
vóc chung dương cua chúng. 

Nếu d là ước chung dương của a,b và m thì 


a b m„ 
a = b (mod mì) # 4 = ũ ( K2 SP) ) Mười 
2.3- Một số thí dụ áp dụng 
Thí dụ 1- Tìm chữ số sau cùng của các số 6/13 và 21060, 
W Tìm chữ số sau cùng của một số N có nghĩa là tìm số 
dư của phép chia N cho 10, tức là tìm số không âm nhỏ hơn 
10 và đông dư với N theo modun 10. 


Ta có 6° = 36 6 (mod 10) 
đo đo - 6° zä 6 (mod 10) với mọi n >Ô. 
Suy ra 6 = 6 ( mod 10) 


tức là chứ số sau cùng của 67! là 6. 


Chú ý rằng 2 = 16 = 6 (mod 10) và 1000 = 4.250 ta có: 
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21000 _ 24.250 _ (243350 
Đo đó 21099 z 6? = 6 (mod 10) 
tức là chữ số sau cùng của Di hệt cũng là 6. 
Thí dụ 23- Tìm số dư trong phép chia 3199 chọ 7, 
V Ta phải tìm số có giá trị tuyệt đối nhố hơn 7,đồng dư với 
312 theo mod 7. 
Ta có: 3” = 27 = - 1 (mod 7) 


4100 _ g338 + 1 _ (8332 
đo đó (3) =(— 1)” (mod 7) mà (1) = -1 
nên 3!?9 = (3?23,3 = ~ 1.3 (mod 7) _ 

3!2 = _3( mod 7) | 

Vậy số dư trong phép chia 3# cho 7 là -3 (hay là 4). 

Thí dụ 3- Chứng nùah niột số dấu hiệu chia hết 

Cho một số nguyên N. Nếu N có chứ số hàng đơn vị là a, 
chứ số hàng chục là b, chứ số hàng trăm là c, chữ số hàng 
nghìn là d,v.v.,.thì ta có 

N=a+b.10 + c10Ê2 + d.102 +... 


Thí dụ: 
N= 7465 = 5 + 6.10 + 4.102 + 7.103 
N = 98324 =4 + 2.10 + 3.102 + 8.10” + 9.10! 
Dâu hiệu chia hết cho 9 
Ta có: 
a # a (mod ®) 
10 z= 1 (mod 9) > b.l0 z# b (mod 9) 
10 = 1 (mod 9) > c.102 = c (mod 9) 
10 = 1 (mod 9) > đ10” = đ(mod 9) 


0 
https://tieulun.hopto.org 


Cộng từng vế các đồng dư thức trên, ta được 
N=a + b10 + c102 + d10” +..ẽ= a+bx+aec+d 
+...(mod 9) 


Như vậy N đồng dư với tổng các chứ số của nó, theo modun 
9, do đó N chia hết cho 9 khí 0à chỉ khí tổng các chữ số của 
nó chia hết cho 9. _ 


Dấu hiệu chia hết cho 11 


Ta có: 10 # ~l (modll) 
do đó 10” # 1 (mod 11) nếu n chắn 
10” z# -1 (mod 11) nếu n lê 
Vì vậy 
b.l10 #-b (mod 11) 
c102 = c (mod 11) 
d.10” =~d (mod 11)v.v... 
Do đó 
N =a+b.10+ e.10ˆ+ d10”+.. = a-b+c-d+..(mod- 


11). 


Như vậy, số N chia hết cho 11 khi 0uà chỉ khi tổng a—b + 
c—d +... chia hết cho 11. 


Thí dụ: 
- Với N = 9526, có 6-2 + 5ð--9=0: 1129526 : 11 
- Với N = 37258, có 8- ö + 2-7 + 3= Ì không chia 
hết cho 11, do đó 37258 không chia hết cho 11. 
Bài tập 
1.55- Tìm dấu hiệu chia hết cho 4, 8, 25. 
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1.56G- Tìm số dư khi: 
a) Chia 8! cho 11; b) Chia 1532” ~ 1 cho 9; 
c)› Chia 3' cho 83; d) Chia 21000 cho 25; 
e)' Chia 30129” ~ 1 cho 13; gì Chia 436292 cho 11 ; 


h) Chia 38122 cho 425; 


3 10 
¡ Chia 1019 + 1017 +.., +10!2— cho 7, 


1.57- Tìm hai chữ số sau cùng của 
a) 2999. by ạ999. 
1.58- Chứng mỉnh rằng: 
a) 22 _ 17 16; bì 2/0 + 370 :13 
e) 2012~ 1: 11.31. 61; d) 18901939 + 104g1975 + 1:7; 
S1 i9 ^ 055 
1.59- Giải bài 1.38b) 


1.60- Giải a) bài 1.23; b) bài 1.37 
mã 3- PHƯƠNG TRÌNH ĐÔNG DƯ 


Sau đây chỉ giới thiệu cách giải một số phương trình và hệ 
phương trình đồng dư bậc nhất một ấn, thông qua một số thí 
dụ. 

3.1- Phương trình đồng dư bậc nhất (một ẩn) 

Tương tự với phương trình bậc nhất trong đại số, phương 
trình đông dư bậc nhất (một ẩn) là đồng dư thức có đạng 

ax £ b (mod mì) với a # 0 (mod m) 
trong đó a,b và m( m > 0) là các số đã biết và x là ẩn số 
(số chưa biết, phải tìm). 
Thí dụ 1- Giải phương trình đồng dư 
4x = 5 (mod 7) 
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Ta phải tìm x sao cho nếu chia 4x cho 7 thì có số dư là ð. 
Ta biết rằng mọi số nguyên đêu đồng dư, theo modun 7, với 
một trong 6 số: 0,1,2,3,4,5,6 (số dư trong phép chia một số cho 
7). Ta cho x lần lượt lấy các giá trị này, rôi tính giá trị của 4x, 
sau đó tính số dư trong phép chia 4x cho 7;ta có bảng sau đây: 
X 0 1 2 RẺ 4 5 6 
4x 9 4 8 12 16 20 24 
Số dư trong phép 
chia 4x cho 7 0 4 1 Ù 2 6 3 
Ta thấy rằng với x = 3 thì 4x = õ (mod 7), vậy x = 3 là 
nghiệm của phương trình đã cho. Rõ ràng là mọi số đông dư 
với 3 theo mod 7 cũng là nghiệm của phương trình, nghĩa là 
phương trình có nghiệm là: 
3 (mod 7) 


l 


x 


hay là xe= 3+ 7t(t là số nguyên tùy ý). 
Ngoài ra, phương trình không có nghiệm nào khác. Người 
ta nói rằng: Phương trình đồng dư 4x # 5 (mod 7) 


có nghiệm duy nhất là x =# 3 (mod 7) 


(hiểu theo nghĩa: tất cả các nghiệm đêu thuộc một lớp các 
số đông dư với 3 theo modun 7) 

Có thể chứng mỉnh được rằng: 

Phương trình đồng dự œx = b (mod nì) có nghiệm duy nhất 
(theo nghĩa uừa nói), nếu a uờà nt nguyên tố càng nhau. 

Cách giải chi tiết như trong thí dụ 1 có thể gợi ý để bạn 
đọc tìm ra chứng mỉnh của định lí này( xem bài tập 1.63). Trong 
nhiều trường hợp, có thể thấy ngay được nghiệm qua một vài 
phép thư. 

Thí dụ 2- Giải phương trình đồng dư 
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3x = 2 (mod 8) 

Ta có (3,8) = 1, phương trình có nghiệm duy nhất. Theo 
định nghĩa về đồng dư thức, phương trình đã cho tương đương 
với: 

3x = 2 + 8t(t nguyên tùy ý) 

Dễ thấy rằng có thể lấy t =—1 hoặc t= 2 

Với t = —1 thì 3x = 2 - 8 =-6, do đó x = ~- 2 
và nghiệm của phương trình đồng dư đã cho là 

xẽ -~-2 (mod 8). 

Nếu lấy t = 2 thì có 3x = 2 + 16 = 18, x = 6 và nghiệm 
là x = 6 (mod 8 ).Đây cúng chính là nghiệm đã tìm, vì 6 = ~2 
(mod 8). 

Thí dụ 3- Giải phương trình đồng dư 

17x = 13 (mod 11) 

Các số 17 và 13 lớn hơn 11. Ta chia các số đó cho 11 và 
được các số dư tương ứng là 6 và 2. Ta có 

l7x = 6x (mod 11) và 13 = 2 (mod 11). 

- Ấp dụng tính chất bắc câu của quan hệ đồng dư, ta được 
phương trình tương đương với phương trình đã cho: 
6x # 2 (mod 11) 
Có thể chia hai vế cho 2, vì (2, 11) = 1 
3x = 1 (mod 11) 
Šx = Ì + lit 

Có thể lấy t =l, x = 4 và có nghiệm là x # 4 (mod 11). 

Qua thí dụ 3, thấy rằng bao giờ cũng có thể đưa phương ˆ 
trình đồng dư bậc nhất vê dạng ax = b (mod m) 

trong đó m > a > 0 và m>b >0.. 

3.2 - Hệ phương trình đồng đư bậc nhất một ẩn 

Thí dụ 1- Giải hệ phương trình đồng dư 
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x= 2 (mod 3) (1) 
x = 3 (mod 5ð) (2) 
Phương trình (1) tương đương với x = 2 + 3t (t nguyên 
tùy ý). Thay giá trị này của x vào phương trình (2) ta được 2 
+ 3t = 3 (mod ð5). Vậy hệ đã cho tương đương với hệ 
x = 2 +ỏổit (la) 
2 + 3t z 3 (mod 5) (2a) 


Từ phương trình (2a) chuyển 2 từ vế trước ra vế sau và 
đổi dấu, ta được 


dt = ] (mod Šð) 
do đó t = 2 (mod 5) 
hay t = 2 + 5k (k nguyên) 


Thay giá trị này của t vào phương trình (1), được 
x= 2 + 3(2+ ðk) = 8 + lỗk 
hay là x = 8 (mod lỗ) 
Đó là nghiệm của hệ phương trình đã cho. 


Thí dụ 9- Đối với bài toán Hàn Tít điểm binh (xem trang 
5), ta phải giải hệ phương trình đồng dư: 


x=9 (mod 83) €1) 
xxz=3 (mod 85) (2) 
x siá (mod 7) (3) 


Hệ hai phương trình (1), (2) cho ta (xem thí dụ 1): 
x = 8 (mod l5) 
Do đó, hệ ba phương trình đã cho tương đương với hệ: 
8 (mod lã) 
4 (mod 7) 
Hệ này tương đương với 


x 


Xx 


ibe:ilaiftuni.Hö6f2 2U 


x=8+ lỗk q) 


8 + lỗk = 4 (mod 7) (TT 
Phương trình (ID cho ta 

l5k =~ 4 (mod ?) 
hay là k # 3 (mod 7) do đó k = 3 + ft, 


Thay giá trị này vào phương trình (I), được 
x= 8+ 15(3 + 7Ó = ð3 + 105t(t > 0). 

Nếu số-lính khoảng 900 thì phải lấy t = 8 và được x = 
893 (người). 

Còn vê qui tắc: “nhân số lẻ hàng 3 cho 70, số lẻ hàng 5 
cho 21, số lẻ hàng 7 cho lỗ, rôi cộng lại; lấy số thành thêm 
một bội của 105”, xin xem bài tập 1.65. 

Bài tập 

1.61- Giải phương trình: | 

a) 5x = 4 (mod 11) ; b) 7x z 6 (mod 13) 

c©) (a + b)x = a^ + bề (mod ab), với (a,b) = 1 
1.62- Giải phương trình: 

a) Õx s 27 (mod 33) ; b) (a + l)x = a“— 1(mod m) 

1.638- Cho ax =# b (mod m) với (am) = 1. 

Chứng minh rằng khi x chạy qua m giá trị khác nhau từ 0 đến 

m ~ 1 thì số dư khi chia ax cho m cũng chạy qua m giá trị đó 
(chỉ khác về thứ tự mà thôi). (Trong thí dụ 1, giải phương 
trình đồng dư 4x = 5 (mod 7), ta đã cho x chạy qua 7 giá trị 
từ 0 đến 6, và số dư trong phép chia 4x cho 7 cũng chạy qua 
ï giá trị đó). Từ đó, suy ra rằng phương trình ax = b (mod 
m) luôn có nghiệm với (a,m) = 1. 

1.64- Một lớp gồm 40 học sinh đứng thành vòng tròn và quay mặt vào 
trong vòng tròn để chơi bóng. Mỗi học sinh nhận được bóng phải 
ném bóng qua mặt 6 bạn đứng ở tay trái mình. Chứng minh rằng 
tất cả học sinh trong lớp đều nhận được bóng ném tới mình sau 
40 lần ném bóng liên tiếp. 

(Đề thị học sinh giỏi toán cấp ]lÏ toàn quốc, 1987) 
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1.65- a) Chứng minh rằng hệ phương trình: 


(p,q,r là 


x # a (mod p) 


xZ b (mod q 


X € (mod r) 


nghiệm là: 
x= Pqra + pQrb + pgR.c (mod pqr) 

trong đó P là số sao cho Pqr = 1 (mod pì, Q.là số sao cho 
pQr 
b)› Ấp dụng: giải bài toán “Hàn Tín điểm bỉnh”.. 


) 


các số nguyên dương đôi một nguyên tố cùng nhau) có 


= 1 (mod q), R là số sao cho pqaR= 1 (mod ÿ). 


c) Mỡ rộng qui tắc trên đây để giải hệ phương trình: 


x# Ì (mod 3) 
x# 4 (mod 5) 
x # 2 (mod 7) 
x = 9 (mod 11) 


1.66- Tìm tất cả các số tự nhiên < 1000 mà khi chia cho 3,5,9,11 thì 
cho số dư lần lượt là 1,3,4,9. 


1.67- 
1.68- 


a} 


1.69- 
a) 


1.,70- 


a) 


Giải bài toán “Mất trôm gạo” (tr.6) 


Giai các hệ phương trình : 


x = 4 (mod 5) b) 5x = 
x= l1 (mod 12) Ủx E= 
x = 7 (mod 14) 7N = 
Giải các hệ phương trình : 
x = a (mod 6) b) x 
x= Ll( mod &) XN 

X 


l (mod 12) 
2 (mod 8) 
ö (mod 11) 


5 tmod 8) 
8 ( mod 21) 


a ( mod 35) 


llÍ 


li 


Xác định số nguyên a để các hệ phương trình sau đây có nghiệm: 


*x 


*x 
x 
b4 


liÍ 


ï[I 


IIí 


ở (mod 11) 
l (mod 15) 


11 (mod 20) 
a (mod 18) 


b) 3x 
đX 


= a (mod 3) 


= l(mod 10) 
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g4- ĐỊNH LÍ FERMAT VÀ ĐỊNH LÍ EULER 


4.1- Định lí Fermat 
Ta đã gặp bài toán sau đây (bài tập 1.11): 
Chứng ninh rằng uới mọi số nguyên n: 
a) nˆ— n chia hết cho VÀ 
b) n~ n chia hết cho 3; 
e) n°~ n chia hết cho 5ð. 
Bài toán này có thể giải được bằng cách phân tích 
nˆ- n, n”—n, n°~ n ra thừa số, 

a) nˆ~ n = n(n~ 1). Trong hai số nguyên liên tiếp, n ~ 1 
và n bao giờ cũng có một số chỉa hết cho 2. | 

b) n”~ n = n(nÊ~ 1) = nín ~ 1) (n + 1). Trong ba số 
nguyên liên tiếp, n - 1, n,n + 1, bao giờ cũng có một số chia 
hết cho 3. | 

cjn ~n = n(nÍ“~ 1) = n(nẨ~ 1) (nˆ + 1) 

= nín -l) (n + 1) (n” + 1). 

Nếu n chia hết cho 5 thì n°— n chia hết cho 5. 

Nếu n không chia hết cho 5, thì n có dạng 5k + 1 hoặc 
ök + 2 và trong ba số nguyên n ~1,n + 1 và nˆ + 1 luôn có 
một số chia hết cho 5: 

- Với = ỗðk + 1 thì n - 1 = ðk, chia hết cho 5; 

- VỚI nh = 5k — l thìn + 1 = ðk, chia hết cho 5; 

- với n = 5k + 2 thì n  = 25k + 20k + 4 do đó n^ + 1 
= 25k” + 20k + 5, chia hết cho 5. 


⁄ «2 k- ˆ” : : 5 
Ta chú ý rằng nếu như n—n:2,n°—n: 3 n°—n:5 
với mọi số nguyên n, thì nỶ~n không phải luôn luôn chia 
hết cho 4. 
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Thí dụ với n = 2, ta có 2Ỷ_ 2 = 14 không chia hết cho 4. 

Các số 2, 3, 5 là các số nguyên tố và bài tập ta vừa giải 
là trường hợp riêng của định lí sau đây: 

Định lí Fermat (Phec-ma) 

Nếu p là số nguyên tố thì nŸ #= n (mod p) 

(nP~ n chia hết cho p) uói mọi số nguyên n. 


Thí dụ: n=n (mod 2); nhz=n (mod 3) 


nh =n (mod ð); nÝ =n (mod 7) 


nzn (mod 11); n?”= ní(mod 13) 


Trong trường hợp p = 2,3, 5 ta có thể chứng minh bằng 
cách phân tích nP~ n ra thừa số, nhưng rõ ràng là không thể 
áp dụng cách này cho số nguyên tố p bất kì. 


Sau đây là một cách chứng minh khác cáa định 1í Ferntd 
UỚi p = Ã. 

V Nếu n chia hết cho ð thì hiển nhiên là n°~ n chia hết 
cho ä. 


Xét n không chia hết cho 5, Lúc đó, 2n, 3n và 4n cúng đều 
không chia hết cho 5. Chia 4 số n, 2n, 3n, 4n cho 5, ta được 4 
số dư đôi một khác nhau(vì nếu có hai số, thí dụ 4n và n, cho 
cùng số dư thì 4n - n›= 3n sẽ chia hết cho 5), mỗi số dư lấy 
một trong bốn giá trị: 1,2,3,4. Thí dụ: nếu chia n cho 5 được 
số dư là 1, tứcn # l1 (mod ð) thì 2n = 2, 3n E=Z 3, 4n = 
4 (mod ð); nếu n # 2 (modun ð) thì 2n = 4, 3n # 6 = |, 
án = 8 = 3 (mod 5). 


Như vậy, ta có: n s# 0 (mod 5) 2 n = a (mod ð) 
2n = b (mod 5). 
n # c (mod 5ð) 
4n # d (mod 5) 
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Bốn số dư a,b,c,d đôi một khác nhau, mà mỗi số lấy một 
trong các giá trị 1,2,3,4, thế thì phải có 

a.b.cd = 1.2.3.4 

Chú ý đến đẳng thức này, ta nhân từng vế bốn đồng dư 
thức trên đây và được: 


n.2n.3n.án = a.b.c.d (mod ð} 
1.2.3.4.n" = 1.2.3.4 (mod 5) 
Chia hai vế cho 1.2.3.4, nguyên tờ với ð: 


nh = 1 (mod 5) 

Nhân hai về với n: 

nh =ä n (mod õ) 

Tương tự như trên, ta chứng mìimh định lí Fermat với p 
nguyên tố bất kì. 

V Nếu n = 0 (mod p) thì rõ ràng là nẺ =n (mod p). 

Nếu n # 0 (mod p) thì 2n, đn,.., (p - l)n đều là # 0 
theo modun p, nghĩa là 


n =ai (mod p) với l<a¡<p— Ì 
2n =a, (mod p) với l Sa, <Sp— ] 
3n =a, (mod p) với Í Sa. <Sp — Ì 
(p— l)n #ay _¡ (mod p) với l<a _j<p-l1. 


p-l số ay,a,,a,,...a,_ ¡ (mỗi số lấy một trong các giá 
trị từ 1 đến p-l) là đôi một khác nhau, bởi vì nếu có hai số 
nào bằng nhau, thí dụ ai = ay (k > h) thì từ hai đồng đư thức 
trên đây mà vế phải là a, và a,,ta sẽ có kn = hn (mod p), 
do đó (k—h) n = 0 (mod p), trong đó 1 Sk—h<p-— l1, suy 
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ra n = 0 (mod p), trái với giả thiết. 


Nếu p-l số a¡, a,„ _ nh. đôi một khác nhau, mà mỗi 
số lại lấy giá trị từ 1 đến p-l thì tích của p-l số đó phải bàng 
tích của các số từ 1 đến p-Ìl: 

A41,82,44,...ap - 1] = 1.2.3...(p-]). 
Bây giờ ta nhân từng vế p-1 đồng dư thức trên đây và được: 


n.2n.Šn....(p-1)n = ai a, a¿...  —1 (mod p) 


n.2n.dn....(p-l)n 


1.2.3(p-1) (mod p) 
1.2.3....(p-1).nP 


1.2.3....(p-l1) (mod p) 
Có thể chia hai vế của đông dư thức cho tích 1.2.3....(p-1!. 
nguyên tổ với p, và được: 
nP~Ì= 1 (mod P) 
Từ đó nŸ =n (mod p) 
4.2- Định lí Euler 


Euler (Ở le) đã mở rộng định lí Fermat cho trường hợp 
modun m bất kì và có định lí sau đây: 


Nếu m là số nguyên dương bất kì uà @(nt) là số các s 
dương nho hơn nì 0à nguyên tổ uới m thì 


N #*“"! =1 (mod m) 

UỚi mọi số nguyên N nguyên tố uới ímn. 

Thí dụ 1- Cho m là số nguyên tố p. Tất cả các sô dương 
nho hơn p đêu nguyên tố với p (có p-l số từ 1 đến p-l), do đó 
@({p) = p~l; và nếu p nguyên tố thì mọi số nguyên không chỉ: 
hết cho p đều là nguyên tố với p, và định lí Euler trở thành: 


Nếu p là số nguyên tố thì nỀ ~ Ì= ] (mod p) 
với mọi số nguyên n không chia hết cho p. 
Nhân hai vế của đông dư thức với n, được 


nP #=n (mod p) 
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Đồng dư thức này đúng với mọi n không chia hết cho p, 
và đương nhiên cũng đúng với mọi n chia hết cho p, nghĩa là 
đúng với mọi n. Đó là định lí Fermat. 

Thí dụ 2- Cho m = 8. Có tất cả 4 số dương nhỏ hơn 8 và 
nguyên tố với 8( đó là các số 1,3,5,và 7), nghĩa là (8) = 4. 
Theo định lí Euler: 


NỈ =1 (mod 8) với mọi NÑ nguyên tố với 8. 

Chú ý rằng 8 = 23 nên N nguyên tố với 8 tức là NÑ không 
chia hết cho 2. Do đó, có thể phát biểu cách khác: 

NÝ - 1 chia hết cho 8, với mọi số N lẻ. 

Thí dụ 3- Cho m = 15. Có tất cả 8 số dương nhỏ hơn 15 
và nguyên tố với 1õ( đó là: 1,2,4,7,8,11,13 và 14). Theo định li 
Euler: 

NỞ = 1 (mod 1ð) với mọi NÑ nguyên tố với l5. 

Vì 15 = 3.5, nên NÑ nguyên tố với lỗ tức là N không là bội 
của 3 cũng không là bội cua 5. 

Sau đây, ta chứng nèính định lí Euler cho niột trường hơn 
cụ thể, chẳng hạn với m = 9. 

V Nếu m = 9 thì có tất cá 6 số dương nhỏ hơn 9 và nguy: ‹ 
tô với 9( các số: 1,2,4,5,7 và 8), nghĩa là (9) = 6. 

Bất cứ số N nào nguyên tố với 9 thì khi chia cho 9 sẽ cho 
số dư là một số dương nhỏ hơn 9 và nguyên tố với 9, nghĩa là 
N đồng dư (theo mod 9) với một trong 6 số: 1,2,4,5,7 hoặc 8. 
Nếu ta nhân N với một số nguyên tố với 9(thí dụ: 2,4,5,7,8) thì 
tích cũng là một số nguyên tố với 9, do đó tích cũng phải đồng 
dư(theo mod 9) với một trong 6 số nói trên. Như vậy: 

N a (mod 9) 

2N b (mod 9) 


HÍ 
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4N # c (mod ®) 
ðN z d (mod 9) 
7N = e (mod 9) 
8N = øg (mod 9) 


(a,b,c,d,e,g là một trong 6 số: 1,2,4,5,7,8) 

Sáu số a,b,c,đ,e,g đôi một khác nhau, vì nếu có hai số bằng 
nhau, thí dụ b = g thì từ hai đồng dư thức thứ hai và thứ sáu 
trên đây, sẽ có 2N = 8N (mod 9), hay 8N - 2N = 6N = 0 (mod 
9), tức N s= 0 (mod 9), mâu thuãn với giả thiết là N nguyên 
tố với 9. 

Sáu số a,b,c,d,e„øg đôi một khác nhau và mỗi số lấy một 
trong các giá trị 1,2,4,5,7,8, như vậy tích a.b.c.d.e.g phải bằng 
tích 1.2.4.5.7.8:. _ 

a.b.c.d.e.g = 1.2.4.5.7.8 

Chú ý đến đẳng thức này, ta nhân từng vế sáu đồng dư 

thức ở trên và được: 
N.2N4NSồN.7N.S8N z a.bcdeg (mod 9) 
1.2.4.6.7.8.N°Ẻ = 1.2.4.5.7.8 (mod 9) 
Chia hai vế cho 1.2.4.5.7.8, nguyên tố với 9, được: 
NỶ =1 (mod 9) 

trong đó 6 = ø(9) và N là số bất kì, nguyên tố với 9. 

Chú ý rằng 9 = vn trường hợp riêng trên đây cúa định lí 
Euler có thể phát biểu: 

NŠ — 1 chia hết cho 9, với mọi N không phải là bội của 3 
(xem bài tập 1.12b). 

Có thể mở rộng dễ dàng cách chứng minh với m = 9 trên 
đây để chứng minh tổng quát định lí Buler, với m> 0 bất kì. 
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Bạn đọc có thể thấy rằng cách PP HỆ minh tương tự với chứng 
minh của định lí Fermiat. 

Công thức tính giá trị của ø@(m) 

Trong trường hợp m nhỏ, có thể liệt kê các số dương nhỏ 
hơn mì và nguyên tố với m đề biết giá trị của (m). Người ta 
chứng mìinh được công thức sau đây của w(m): 

Gia sử mì được phân tích thành thừa số nguyên tố 

= ĐỊ 1Ip)2.. Đụ k trong đó PuPa;..-P, là các số nguyên tố 


đôi một khác nhau. 
Thế thì: 


1 lị 1 
@(m) = m(Í — —) (1 ~ —)... (1 — —) 
Đụ Bọ Đụ 


Thí dụ: 


‹ Ỉ 
m = 9 = 3ˆ = ø(9) =9 T2) = 


‹ 1 
m = 19 = 9^3 = @(12) = 12(1 - —) (1 . = 4 
2 3 
| 1 
m = lỗ = 3.õ => /(15) = 15(1 — —) (I1 ——) =8 
2 5 
` 1 1 
m = 20 = 2.5  w(20) = 20(1 = (1 — s) = 8 


Người ta đã lập bảng cho giá trị của @(m) ứng với mọi m 
< 10000 và bảng cho giá trị của m ứng với @(m) < 2500. Người 
ta thấy rằng trong phạm vi các bảng đó, bao giờ cũng có ít nhất 
hai giá trị khác nhau của m cho cùng một giá trị của @(m). Thí 
dụ: ø(3) = ø(4) = @(6) = 2, (5) = p(8) = 4. Nhưng liệu có kết quả 
tổng quát sau đây hay không: Với mọi số tự nhiên m bao giờ 
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cũng có một số tự nhiên mì" # m sao cho #@(m) = @(m°) ? Cho 
đến nay, chưa có ai chứng minh hay bác bỏ được điêu này ! 


Một số thí dụ áp dụng 
Thí dụ 1- Tùn số dư trong phép chỉa 3! cho 13. 
V Vì 13 là số nguyên tố, theo định lí Fermat ta có: 
| 3iˆ= 1 (mod 13) 
Mà 100 = 12.8 + 4 nên 309 ~ (3123, 3“ z 3“ (mod 13) 
Nhưng 3Ý = 81 = 3 (mod 13) 
suy ra số dư trong phép chia 319 cho 13 là 3. 

Thí dụ 9- Giải phương trình đồng dư 
| 7x = 3 (mod 27) (1) 

V Vì (7,27) = 1, theo định lí Euler ta có: 72 z 1 (mod 97), 


H : 
Mà g(27) = 27(1 — 2) = 18 nên 7! s 1 (mod 97) (2) 


Nhân hai vế của (2) với 3 và viết 7! thành Vi BÀ được 
1(7! 3) = 3 (mod 27) (3) 
So sánh (1) với (3), được 
_x =17!⁄3 (mod 27) (4) 
Ta có 7= -5(mod27) 7Í =(—5)”= - 2 (mod 27) 
Mà l7 = 4.4 + 1, nên KẾ — ấn ./ =#(— 2). (mod 27) 
7Ì = 16.7 4 (mod 97) 
Thay vào (4), được: x œ 12 (mod 27) £Ì 
Thí dụ 3- Chứng minh rằng trong các số tự nhiên thế nào 
cũng có số h sưo cho 1983 ~— 1 chia hết cho 109. (Đề thi học 
sinh giỏi toán cấp ÏÍ toàn quốc, 1983) 
V Vì 1983 không chia hết cho 3 và không chia hết cho 5, 
còn 10? = 2Ÿ. 5” nên (1983, 107) = 1, do đó có thể áp dụng định 
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lí Euler và có 
1983002 = 1 (mod 105) 
1 1 
Mà g(107) = 10” (1 ~ pc 4.10, 


và đây là số k cần tìm. f] 

Nếu không biết đến định lí Euler thì bài toán có thể giải 
như sau: 

V Cho k lần lượt lấy 107 + 1 giá trị liên tiếp, từ 1 trở đi, 
ta được 10ỗ + 1 giá trị khác nhau của 1983*~ 1, 

Chia 105+ 1 số này cho 107,ta có nhiều nhất là 10” số dư, 
do đó theo nguyên tắc Dirichlet phải có ít nhất hai số cho cùng 
số dự. Giả sử đó là số 1983” ~_ 1 và 1983” ~ 1 (m>n).Thế thì 
hiệu của hai số này phải chia hết cho 10”: - 

(1983” — 1) — (1983" ~— 1) chia hết cho 10”. 

Mà (1983”— 1) — (1983? ~ 1) = 1983" — 1983° 

= 1983° (1988 " - 1) 

Nhưng 1983* và 10 nguyên tố cùng nhau, do đó phải có 
1983” _ 1 chia hết cho 10”. Như vậy là có số k' = m~ n sao 
cho 1983*Ì— 1 chia hết cho 10°. f1 

Chú ý rằng với cách giải thứ nhât (dùng định lí Euler) thì 
chỉ ra được rằng với k = 40000 thì 1983 ~ 1 chia hết cho 10”. 
Với cách giải thứ hai, dùng nguyên (ắc Dirichilet, tức là chứng 
minh bằng phản chứng, ta chỉ chứng minh được rằng có một 
số k thỏa mãn yêu cầu của bài toán (không có số k đó thì vô 
l0,chứ không chỉ ra dược cụ thể số k đó bằng bao nhiêu. 


Bài tập 


1.71- Tìm số gồm toàn chữ số 9 và chia hết cho : 3; 7; 11; 13; 17. 
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1.72- Chứng minh rằng 
14k ¿ 24k ¿ 3'* ¿ 4“* không chia hết cho 5. 
1.73- Chứng minh rằng nếu 
ai + âu +...ta 0 (mod 30) 


: 5, 5 5_ 
thì at + a0 +... AI 0 (mod 30). 


1.74- Chứng minh rằng nếu (a,240) = 1 thì 
a“ # 1 (mod 240). 
1.75- Chứng minh rằng nếu p là số nguyên tố > 7 thì 
3—2~1:42p. 
1.76- a) Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho n | 2?~ 1. 
b) Tìm tất cả các số nguyên tố p sao cho p {2P + 1. 
1.77- Chứng minh rằng nếu n lẻ thì 2"'_1:n. 
1.78- Cho m và n là hai số tự nhiên >l và nguyên tố cùng nhau. 
Chứng minh rằng: 
mŒ) + n#Œ") - 1 (mod mn) . 
1.79- Chứng minh rằng với mỗi số nguyên tố p có vô số số có dạng 
2”"—n (n hà số tự nhiên) chia hết cho p. 
1.80- Chứng minh rằng 


120 + 220 `. 100 = — l1 (mod 11). 
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CHƯƠNG 2 


SỐ NGUYÊN TỔ 


Chúng ta đều biết rằng: 

Số nguyên tố là số lớn hơn 1 0uà ch có hai ước số là 1 uà 
chính nó. Thí dụ: 2, 3, 5, 7, t1, ... 

Hợp số là số lớn hơn 1 và có nhiều hơn hai ước số. Thí 
dụ: 4 (có ba ước số: 1,2; và 4), 10 (có bốn ước số: 1,2,5và 10). 

Số 1 uà số 0 đều không phải là sổ nguyên tố mà cũng không 
phải là hợp số (số 1 chỉ có một ước số, số 0 có vô số ước số). 

Số nguyên tố đóng vai trò trung tâm trong số học, do định 
lí sau đây: 

Định lí cơ bản của số học 

Mọi số lớn hơn 1 đều phân tích được ra thừa số nguyên tố 
một cách duy nhất (không kể thứ tự các thừa số). 

Thí dụ: 60 = 5.2.3.3 = 2.3.3.5. 

Các tích có được chỉ khác nhau uề thứ tự các thừa số nguyên 
tổ mà thôi . Người ta thường phân tích một số ra thừa số dưới 
dạng tiêu chuẩn, trong àó các thừa số nguyên tố được sắp xếp 
theo th tự từ nhỏ đến lớn, mỗi thừa số với số taũ tương ứng. 
Thí dụ: 60 = 2Ÿ.3.5, 525 = 3.B”.T. 
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Chung quanh các số nguyên tố có nhiều kết quả thứ vị và 
còn rất nhiều bí ẩn. Nhiều bài toán, nhiều dự đoán được phát 
biểu rất đơn giản, nhưng việc chứng minh thường rất phức tạp, 
phải dùng đến những công cụ tỉnh vi của toán học cao cấp và 
không ít bài toán hàng trăm năm nay vẫn chưa có lời giải. 


Sau đây là mấy bài toán đơn giản. 
1- Có bao nhiêu số nguyên tố? 


Ngay từ thời thượng cổ, nhà toán học Euclhde ( Ơ-clit) đã 
chứng minh được rằng: 

Có uô số số nguyên tố; dãy số nguyên tố 

2,3,5,7,11,13,17,... 

có thể kéo dài uô hận, nói cách khác, không có số nguyên tố nào 
là lớn nhất. 

Để chứng minh định lí này, Euclide đã có một suy nghĩ rất 
hay: nhân một số số nguyên tố đâu tiền với nhau, rồi cộng kết 
quả có được với l1, ta có: 


23+ 1 = tị 
2.3.5 + 1 = J1 
2.J0./ + l1 = 211 
2.3.0./.11 + 1 = 2311 
2.3.0.7.11.13 + 1 = 30051 


Mỗi số có được trong vế phải của các đẳng thức trên đây 
đều không chia hết cho bất kì số nguyên tố nào trong tích ở vế 
trái tương ứng. Thí dụ: số 31! không chia hết cho 2, 3 hay 5 
(chia cho 2,3,5 bao giờ củng có số dư là 1), số 2311 không thể 
chia hết cho 2,3,5,7 hay 11. Và cũng rõ ràng là mỗi số trong 
vế phải của các đẳng thức trên đây đêu lớn hơn số nguyên tố 
lớn nhất trong tích ở vế trái tương ứng. Ta có: 
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Các số 7, 31, 211, 2311 đều là số nguyên tố (chú ý: 7 > 
3, 31> 5, 211 > 11), còn số 30031 là hợp số, là tích của hai 
số nguyên tố: 30031 = 59.509, cả hai số nguyên tố ð9 và ð09 
đều lớn hơn 13. 

Bây giờ, ta hiểu dễ dàng chứng minh sau đây của định lí; 
không có số nguyên tố nào là lớn nhất. 

V Ta lấy một số nguyên tố p bất kì. Lập tích của p với tất 
cả các số nguyên tố nhỏ hơn p rôi cộng thêm 1, ta được số N: 

9.3.5./711..p+ 1=N 

Có hai khả năng: 

1) N là số nguyên tố. Đây là số nguyên tổ > p (thí dụ: p 
= 7 thìN = 2l1I1 > 7). 

2) N là hợp số. Chia N cho 2, 3, 5,...p ta luôn có số dư là 
1, do dó nếu phân tích N ra thừa số nguyên tố thì các thừa số 
nguyên tố này đều lớn hơn p (thí dụ: với p = 13 thì N = 599.509). 

Như vậy, với mọi số nguyên tố p đều có số nguyên tố lớn 
hơn nó, nghĩa là không có số nguyên tố nào là lớn nhất. 

Cũng có thể chứng minh khác chút ít, bằng phan chứng: 

V Giả sử có p là số nguyên tố lớn nhất. Ta lập số 

9.3.5./711.p+1=N 

Số N không chia hết cho bất kì số nguyên tố nào (vì chia 
cho 2,3,B,7,...cho đến số nguyên tố lớn nhất là p, thì luôn có số 
dư là 1), do đó NÑ phải là số nguyên tổ. Nhưng N > p, mà theo 
giả thiết, p đã là số nguyên tố lớn nhất, nên NÑ phải là hợp số. 
Như vậy, nếu giả sử có số nguyên tố p là lớn nhất thì ta sẽ đi 
dến mâu thuẫn: số N vừa là số nguyên tố, vừa là hợp số. “1 

Sàng Euratosthène (Ởratôtsten) 

Có vô số số nguyên tố, nhưng các số nguyên tế được sắp 
xếp như thế nào trong tập hợp các số tự nhiên thì cho đến nay 
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người ta chưa tìm ra được một qui luật gì. Người ta đã lập bảng 
các số nguyên tố không vượt quá một số nào đó. Sàng 
Euratosthène là một phương pháp đơn giản để lập bảng này 
(EBuratosthène là một nhà bác học cổ Hi Lạp, sống vào thế kỉ 
thứ 3 trước công nguyên, cùng thời với Euclide). Ta dựa vào 
định lí sau đây: 

Định lí- Ước số nguyên tổ nhỏ nhất của niột hợp số N là 
một số không uượt quá VN. 

Thí dụ: 35 = 5.7, ước nguyên tổ nhỏ nhất của 35 là 5, mà 
5 = VY25<V35. 

V Gọi p là ưóc nguyên tố nhỏ nhất của N, tức là N = pN¡, 
với p <N\, do đó p.p< p.Ny hay pˆ <\N, suy ra p< VN. 

Hệ quả- Nếu số N > 1 không có nuột ước nguyên tổ nào 
từ 9 cho đến VN thì N là một số nguyên tố. 

Thí dụ- Cho số 139. Ta có L1” = 121 < 139 < 144 = 197, 
do đó 11 < Ý139 < 12 và các số nguyên tố từ 2 đến không quá 
V139 là 2, 3, 5, 7, 11. Số 139 không chia hết cho số nào trong 
năm số nguyên tố này, vậy 139 là số nguyên tố. 

Ta dựa vào định lí trên để lận bằng các số nguyên tố không 
vượt quá một số N cho trước. 

Thí dụ lấy N = 50. Ta viết tất cả các số tự nhiên từ 2 đến 
ð0,rồi xóa đi tất cả các hợp số, chỉ giữ lại các số nguyên tố như 
sau: | 

Số 2 là số nguyên tố, ta giữ số 2 lại và xóa đi tất cả các 
bội của 2, đó là các số tận cùng bằng 2 ( trừ số 2 ), 4, 6, 8, 0; 
ta gạch các số này bằng đường gụch đứng. 


Số đầu tiên sau số 2 không bị xóa là số 3. Số 3 là số nguyên 
tố (nếu không thì nó sẽ có ước nguyên tố nhỏ hơn nó là số 2 
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và nó đã bị xóa đi rồi).Ta giữ số 3 lại và xóa đi tất cả bội của 
3, là các số 6,9,12,...Ta xoá các số này bằng đường gạch chéo 
(số 6,12... bị xóa lần thứ bai, vì vừa là bội của 2, vừa là bội 
của 3). 
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Số đầu tiên sau số 3 không bị xóa là số 5. Số 5 là số nguyên 
tế. Ta giứ số 5 lại và xóa đi tất cả các bội của 5, đó là các số 
tận cùng bằng 0 (đã bị xoá) và các số tận cùng bằng 5 ; ta xoá 
cột số này ( trừ số 5) bằng đường gạch đứng hai nét. 

Số đầu tiên sau số 5ð không bị xóa là số 7. Số 7 là số nguyên 
tố, ta giứ 7 lại và xoá đi tất cả các bội khác của 7; chỉ cân xoá 
thêm 7.7 = 49 ( các bội khác cúa 7, cũng là bội của 2, 3, 5 đã 
được xoá trước rôi). 

Đến dây ta dừng lại: mọi số trong bảng (từ 2 đến 50) không 
bị xóa đều là số nguyên tố. Thực vậy, trong bang không còn 
một hợp số nào, vì theo định lí trên đây, mọi hợp số < ð0 có 
ước nhỏ nhất là số nguyên tố < Võ0, tức < 7 và do đó đã được 
xóa đi rồi. Như vậy, ta có tất ca là lỗ số nguyên tố < 50, đó 
là 

235/7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,41. 

Từ bảng các số nguyên tố <S 50, dựa vào hệ quả của định 
lí trên đây, ta có thể xác định được rằng mỗi số tự nhiên 
a < 50 = 2500 có phải là nguyên tố hay không. Muốn vậy, ta 
phải thử xem số a> 1 đó có ước nguyên tế nào < va không, 
nếu không có thì a là số nguyên tố. Thí dụ: với số 211 thì 
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V211 < 17;các số nguyên tố nhỏ hơn 17 là 2,3,5,7,11,13,đều 
không phải là ước số của 211, nên 211 là số nguyên tố; xét 
số 1139, th có 1139<1369 = 372 vì vậy ta thử chia 1139 lần 
lượt cho các số nguyên tố từ 2 đến 31 (<3?), ta thấy 1139 chia 
hết cho 17, cho nên 1139 không phải là nguyên tổ (1139 = 
17.67). 

Trong thực tế, muốn biết một số nào đó (không lớn lắm) 
có phải là nguyên tổ hay không, người ta tìm xem nó có mặt 
hay không trong bảng các số nguyên tố đã lập sẵn. Người ta đã 
lập bảng cho tới 100 triệu số nguyên tố đầu tiên. 

Tuy nhiên, với một số A rất lớn, vượt ra ngoài bảng các số 
nguyên tố đã lập, việc xác định A có là số nguyên tố hay không 
là vấn đề không đơn giản, vì phải thực hiện rất nhiều phép tính. 
Cho đến 1985, số nguyên tố lớn nhất mà người ta biết được là 
số 213243 _ 1 gồm 39751 chứ số trong hệ ghi số thập phân 
(chú ý rằng số một tỉ chỉ gôm có 10 chứ sốt). 

Gân đây, hai sinh viên Mĩ đã tìm ra một số nguyên tố lớn 
hơn nửa, đó là số 2?}8°!_ Ị sôm 66050 chứ số ! Họ đã bỏ ra 
khoảng ba năm làm việc trên máy tính điện tứ để đi đến kết 
quả này. 

1.3 - Qua bảng các số nguyên tố đã lập dược, người ta 
thấy rằng có những cặp số nguyên tố rất gân nhau, hiệu giửa 
chúng chỉ bằng 2, thí dụ 3 và 5, 5ð và 7, 11 và 13, 191 và 
193, 2711 và 2713. Những cặp số như vậy được gọi là cặp số 
nguyên tố sinh đôi. Từ 1 đến 30 triệu có 152892 cặp số nguyên 
tố sinh đôi. Tuy nhiên, cho đến nay, người ta chưa biết được 
là có hứu hạn hay vô số cặp số nguyên tố sinh đôi (có hay 
không có cặp số nguyên tố sinh đôi lớn nhất); chỉ biết rằng 
có những cặp số sinh đôi rất lớn, thí dụ như: 10 006 427 và 
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10 006 429, 1000 000 009 ð49 và 1000 000 009 ðö1. 


Trong khi đó,có thể chỉ ra được một dãy nhiều bao nhiêu 
cũng được các số tự nhiên liên tiếp, trong đó không có một số 
nguyên tố nào. 


Thực vậy, cho một số k tùy ý. Ta lập tích của tất cả các 
gố từ Ì đến k,kí hiệu tích đó là k!l (đọc : k giai thừa): 
k† = 1.2.3....(k-1).k 


Thí dụ: 2! = 1.2 = 2, 3! = 123 =6 
4! = 1.2.3.4= 24, Bð! = 1.2.3.4.5 = 120 
6! = 1.2.3.4.5.6 = 720 


Thế thì k - 1 số liên tiếp sau đây đều là hợp số: 
kl + 2 (chia hết cho 2) 
kì + 3 (chia hết cho 3) 
... K† + k (chia hết cho k) 
Thí dụ với k = 6 thì ð số liên tiếp sau đây đều là hợp số: 


6! + 2 = 720 + 2 = 729, 
6! + 3 = 723, 
6! + 4 = 724, 
6! + 5 = 725 


và 6! + 6 = 726. 
Lấy k = 1001 thì ta có 1000 số liên tiếp là hợp số: 
1001! + 2, 
1001! + 3, 
..L001†! + 1000 


Lấy k = 10 + 1 thì có 10Ÿ(một triệu) số liên tiếp là hợp 
số: 
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(109 + 1)! + 9, 
(109 + 1)! + 3, 


(108 + 1)! + 10Ẻ, 
(10 + 1)! 102 + 1. 

Chú ý rằng k† tăng lên rất nhanh khi k tăng: 2! = 2, GÌ 

= 720,...,10! = 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 = 3628800, cho nên 10011, 
(107 + 1)! là những số rất lớn. 

Kết quả trên đây cũng cho ta hình dung được rằng các số 
nguyên tố được phân phối tương đối thưa thớt dân trong dãy 
các số tự nhiên . Qua bảng các số nguyên tố, ta thấy: từ 1 đến 
10 có 4 số nguyên tố (2,3,5,7), số nguyên tố chiếm tỷ lệ 4/10 = 
0,4 = 40; từ l đến 100 có 2ð số nguyên tố (chiếm tỉ lệ 25/100 
= 25% = 0,25), từ 1 đến 1000 có 168 số nguyên tố (tỉ lệ xấp 
xỉ 17% = 0,17),.„từ 1 đến 10Ê(một triệu) có 78498 số nguyện 
tố(tỉ lệ xấp xỉ 8% = 0,08). 

Gọi z (n) là số các số nguyên tố không vượt quá n thì ti 
z(n) 


^“ 





số giảm đần khi n tăng: 
(10) (100) 
10 `! 100 *” 
(1000 z (109 
Di ) = 0,17; sp Cu Bế 2 = 0,08:... 
1000 100 


z(n) .. 
Euler đã chứng minh được rằng .“ dân tới 0 khi n tăng 


vô cùng. Tuy nhiên, về bản thân số z(n) thì người ta còn biết 
quá ít, việc nghiên cứu nó là vấn đề còn rất khó khăn. 
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9- Có bao nhiêu số nguyên tố có dạng ax + b? 


Trên đây, ta đã chứng mìinh rằng có vô số số nguyên tố. 

Số 2 là số nguyên tố chắn duy nhất, còn tất cả các số nguyên 
tố khác đều là số lẻ. Tập hợp số nguyên tố là vô hạn; nếu không 
kể số 2, thì tập hợp đó cũng là vô hạn.Vì vậy, có thể nói: có 
vô số số nguyên tố le. 

Mỗi số lẻ đều có dạng 2x + 1 (với x > 0) hoặc 2x ~ 1 (với 
x> l1). Do đó, cũng có thể nói rằng: 

Có uô số số nguyên tố dạng 2x - l (x > 1). 
hay là: Có vô số số nguyên tố trong dãy số lẻ: 

1,3,5, %9,11,13,15.. 


Từ cách phát biểu này, có thể đặt vấn đề: có hay không 
có kết quả tương tự sau đây: 


Có uô số số nguyên tổ dạng 3x —1 (x > 1) ? 

hay là: có vô số số nguyên tố trong dãy số sau đây: 
2,5,8,11,14,17,20,.. 

(số đâu tiên của dãy là 2, ứng với x = l1, 3x - Ì = 9; số 
tiếp theo bằng số đứng trước cộng thêm 3: 2 + 3 = 5, 5 + 3 
= Ñ,...) 

Dự đoán này là đúng, có thể chứng minh như sau: 


ý Trước hết, lưu ý rằng mọi số > 2 đều có một trong các 
đạng: 3x (thí dụ: 6 = 3.2, 21 = 3.7) hoặc 3x + 1 (thí dụ: nu 3.9 
+ 1,22 = 3.7 + 1l) hoặc 3x - I(thí dụ: 2 = 3.1—1, 23 = 3.8-1). 
Mặt khác, tích của hai số có dạng 3x + 1 cũng là một số có dạng 
3x + 1. Thực vậy, lây hai số 3m + L và 3q + I1, ta có: 

(3m + 1)(3q + 1) = 9mq + 3m + 3q + Ì1 


[Í 


3(3mq + m + q) + 1 
và đây là một số có dạng 3x + 1. 
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Bây giờ, ta lấy một số nguyên tố p bất kì, có dạng 3x ~ I, 
Lập tích của p với tất cả các số nguyên tố nhỏ hơn p, rồi trừ 
di 1, ta được số M: 

2.3.5.7.11...p-i =M 
“* 
bội của 3 
M là một số có dạng 3x ~ 1. 
Có hai khả năng: 


1) M là số nguyên tố. Đó là số nguyên tố có dạng 3x - 1 
và lón hơn p. 


2) M là hợp số. Chia M cho 2, 3, 5,..., p ta luôn có số dư 
là 1, do đó các ước số nguyên tố của M đều lớn hơn p. Trong 
các ước số nguyên tố này không thể có số nào có dạng 3x (là 
hợp số) và không thể tất cả đều có dạng 3x + 1( vì như vậy 
thì M sẽ có dạng 3x + 1), do đó ít nhất một trong các ước số 
nguyên tố của M phải có dạng 3x ~ 1. 


Như vậy, trong mọi trường hợp đều có một số nguyên tố: 
có dạng 3x—l và lớn hơn p, hoặc đó là số M hoặc đó là một 
ước số nguyên tố của M. Điều dó chứng tổ không có sổ nguyên 
tố dạng 3x ¬ 1 là lớn nhốt, nghĩa là có uô số số nguyên tố dạng. 
3x—-1.Ö 


Chú ý rằng số có dạng 3x- 1 (x > 1) cũng là số có dạng 
3x + 2 (x > Q0). 


Có thể thấy rằng chứng mỉnh trên đây tương tự chứng 
minh của Euclide về định lí“có vô số số nguyên tổ”. Và cũng 
với ý của chứng minh này, có thể chứng minh rằng: có vô số 
số nguyên tế dạng 4x+ 3, dạng 6x + 5,...Tuy nhiên việc chứng 
minh rằng có vô số số nguyên tố dạng 3x + 1, 4x + 1 thì phức 
tạp hơn nhiều. 


Trên đây là những trường hợp riêng của định lí sau đây: 
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Có uô số số nguyên tố có dạng œx + b. uới œb nguyên tổ 
cùng rhdu. 


Định lí này được nhà toán học Đức Dirichiet (Đi-rích-sơ-lê, 
1805- 1859) chứng minh năm 1837. Chứng mỉnh của Direchlet 
dùng đến những kiến thức của toán học cao cấp. Mái 112 năm 
sau, năm 1949, nhà toán học Na Ủy Selberg (Xenbec,sinh năm 
1917) mới tìm được một chứng minh sơ cấp (nhưng rất phức 
tạp!) của định lí này. 


Chứ ý rằng ax+b là một nhị thức bậc nhất. Đương nhiên 
là người ta nghĩ đến những số nguyên tố có dạng phức tạp hơn. 
Nhưng đây là một vấn đề rất khó khăn. Chẳng hạn như,có thể 
chỉ ra rất nhiều số nguyên tố dạng x° +]: 


2 (với x = l), ð (với x = 2), 17 (với x = 4), 101 (với x = 
10), 197 (với x = 14),... 


(với x < 100000, có 6656 số nguyên tố dạng x +). Người 
ta dự đoán rằng có vô số số nguyên tố dạng này, nhưng cho 
đến nay, đây vẫn là một bài toán hết sức khó, đang chờ người 
giải ! E Là „ tự như vậy với những số nguyên tố có đạng x 
+ 2, x —2;... 


m3 - Có bao nhiêu số hoàn chỉnh? 


Từ thượng cổ, các nhà toán học Hi Lạp trong khi đi tìm 
“về đẹp” của các con số, đã chú ý đến hai số 6 và 28, có tính 
_ chất rất đặc biệt: mỗi số bằng nửa tổng các ước số của nó. Số 
6 có các ước số là 1,2,3 và 6: | 
(1+ 2+3+6):2=6. 
Số 28 có các ước số là 1, 2, 4, 7, 14, 28 và ta có: 
(1+ 2+ 4+ 7+ 14+ 28):2= 928. 
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Ta gọi số hoàn chỉnh là số bằng nửa tổng các ước số của 
nó. Cũng có thế nói: số hoàn chỉnh là số bằng tổng các ước số 
của nó, không kể bản thân nó. (6 = 1 + 2 + 3,28 = +2 
+ 4+ 7+ 14). 

Các nhà toán học cổ Hi Lạp thấy rằng các số hoàn 
chỉnh là rất hiếm hoi, họ chỉ tìm ra được hai số hoàn chỉnh nữa 
là 496 và 8128. Ta hãy kiểm tra lại xem hai số này có đúng là 
số hoàn chỉnh hay không. Muốn vậy, ta phải liệt kê các ước số 
của chúng sao cho đủ không dư, không sót) và cố thể tính 
tổng của chúng được thuận lợi. 

Ÿ Ta phân tích số NÑ = 496 thành thừa số nguyên tố: 

N = 496 = 2431. _ 

Các ước số của 496 có thể liệt kê như sau: 

lL 37. 3 24 
31L 231 2231 2331 22431. 
Đó là tất cả các ước số của 496, không sót số - 
nào. Tổng Š các ước số này là 
S = (1+9+9?+23+259+(1+2+92+22+2®.31 
(1+ 2+ 22+ 32?+ 39 (1+ 30). 
Ta tính riêng s = 1 + 2 + 08g99 g9" 


Chú ý rằng 2s = 2 + 2 + 21+ 21+ 27 


lÍ 


Ú 


ta có 9s = s=22_1, 

Do đó S=(23~1)(1 + 31). 

Chú ý rằng 1l + 31 = 39 = 2” và 27-1 = 31 

tạcó  S=(95-1U(1+ 3U = 31.22 = 2(2231) =9N 


nghĩa là N = 496 = 2.31 là số hoàn chỉnh. (] 
Tương tự như vậy, có thể kiểm tra được rằng 
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N = 8128 = 2.127 là số hoàn chỉnh. 
V Thực vậy, tổng Š các ước số của 8128 là 
Ss=(+2+2?+23+21+22+28) (1+127) =@Ï~ 1) (1 + 127). 
Mà 1 + 127 = 2Ï, nên § = 2Ï.127 = 2(2?127) = 2N. Ø 
Với bốn số hoàn chỉnh là 6,28,496,8128, chú ý rằng: 
6= 2.3 928 = 2Ÿ.7 
496 = 231 — 8128 = 2.127 
trong đó 3,7,31 và 127 đêu là số nguyên tố, Euclide đã tìm 
các số hoàn chỉnh trong những số NÑ có dạng tổng quát là 
N = 2p (k> 1, p nguyên tố). 
Có thể liệt kê tất cả các ước số của N = 2p như sau: 
)l S9 32.2" DP 
p 2.p 2?°p...2* 1p 2p 
Tổng S các ước số này là: 
S = (I+2+2/+...+9*l+2*) +p(1+2+22+...+2hF l+øk~ 
= (1+92+92+...+2*+2(1 + p) 
Để tính s= 1+ 2+ 22+..+ 21+ 2È 
ta chú ý rằng 2s = 2 + 52 suy, D5 dị 0?" 
đo đó 2s- s= s= 2*†!_ 1 
và có S = (2°!~ D( + p). 
S là tổng các ước số của N = 2*p, Theo định nghĩa, N là 
số hoàn chỉnh khi và chỉ khi SŠ = 2N, tức là 
(2*†!_— (1 + p) = 92p 
hay /DMIYE- - 2+1 n -l—p= 1Ö». SUY ra p = 2k†Ì_ 1, 
Như vậy ta đã chứng mỉnh được rằng: 


Số N = 9p ( p nguyên tố, k> 1) là số hoàn chỉnh khi và 
chỉ khi p = 2È†!_ 1, 
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Nói cách khác, số N = 2(2**!_ 1), với k> 1) là số hoàn 
chỉnh khi và chỉ khi 2**Ì~ 1 là số nguyên tố, 

Đặt n = k+ 1 thN = 2*2*†!_— 1D với k> 1 

có dạng N = 2*!2"_ 1) với n> 2. 

Kết quả này đã được biết từ thời Euclide ( thế kỉ thứ 3 
trước công nguyên); Euler (1707 - 1783) đã chứng minh tiếp 


rằng: mọi số hoàn chỉnh chắn đều phải có dạng trên đây, do đó 
ta có định lí: 


Định lí. Một số chẵn là số hoàn chùth khi uà chỉ khi nó 


có dạng Pu 2A5 S0) trong đó 2” ~ 1 (n> 2) là số nguyên tố. 


Như vậy, việc tìm số hoàn chỉnh chăn gắn với việc tìm số 
n sao cho 2°” - l là số nguyên tố. Số nguyên tố có dạng 2°~_ 1 
được gọi là số nguyên tố Mersenne (Mec-xen, 1588-1648, một 
tu sĩ người Pháp, đã dày công nghiên cứu về số hoàn chỉnh). 

Có thể chứng minh rằng nếu n là hợp số thì 2°-1 cúng là 
hợp số. Nhưng không phải cứ n là số nguyên tế thì 2”- 1 là số 
nguyên tố, thí dụ với n = 11 thì 9!!_1 = 9047 = 23.89. 

Mỗi số nguyên tố Mersenne cho ta một số hoàn chỉnh chắn. 
Với một số giá trị đầu tiên của số nguyên tố n, ta có: 


n=2»2 22-1 


34 (nguyên tổ) 
>aN =23=6 (hoàn chỉnh) 

n=3>9”.1=7 (nguyên tố) 
>N=927= 28 (hoàn chỉnh) 

n=õ= 22-1 
>N=2243I1 


3l (nguyên tố) 
496 (hoàn chỉnh) 
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n= 7= 2/.1 = 127 (nguyên tố) 

= N = 9127 = 8128 (hoàn chỉnh) 

11 = 2!!_1 = 9047 (hợp số) 

13 = 2Ì_1 = 8191 (nguyên tố) 

>N =9!“ 8191 = 33 550 336 (hoàn chỉnh) 


Bốn số hoàn chỉnh nhỏ nhất đã được biết từ thời thượng 
cổ, nhưng mãi đến thế kỉ thứ lỗ người ta mới tìm thấy số hoàn 
chỉnh thứ năm (ứng với n = 13). Cho đến 1985, người ta đã 
tìm ra hơn 30 số hoàn chỉnh chấn, số lớn nhất đã tìm được ứng 
với số nguyên tố n = 132 049 cho số nguyên tế Mersenne 2132943_ 
1 và số hoàn chỉnh 212293 (2132042 _ 1) côm 79 502 chữ số 
trong hệ ghi thập phâr.. Gân đây,người ta đã tìm được số nguyên 
tố Mersenne 2”!89%! _ 1 cho số hoàn chỉnh 2216090(2216031 _ Ị) 
gôm khoảng 140 000 chứ số trong hệ ghi thập phân. 


n 


n 


Các nhà toán học chưa thể trả lời được rằng có hứu hạn 
hay vô hạn số hoàn chỉnh chắn (có hay không có số hoàn chỉnh 
chắn lớn nhất), đông thời cũng chưa biết rằng có hay không có 
số hoàn chỉnh là số lẻ (chỉ biết rằng nếu có số hoàn chỉnh lẻ 
thì số đó phải rất lớn, lớn hơn 1099), 


Khái niệm về số hoàn chỉnh được mở rộng như sau : 


Ta lấy một số tự nhiên ai và tính tổng của tất cả các ước 
số thực sự của a¡(tức là các ước số của a, không kể bản thân 
ai), ta được a„; tính tổng của tất cả các ước số. thật sự của nu, 
ta được a.;v.v..nếu xảy ra trường hợp tổng tất cả các ước số 
thật sự của a„a mà cho ta ai thì ta được một “vòng” số sắp thứ 
tự (ai,đ›,...,đ, ). 


Với n = ], ta có số hoàn chùnh ( tổng tất cả các ước số 
thật sự của ai bằng a)). 
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Với n = 2, ta có cặp số được gọi là cỡp số bạn bè : số này 
bằng tổng tất cả các ước số thật sự của số kia. Từ cổ Hi-lạp, 
người ta đã biết cặp số bạn bè nhỏ nhất là 220 và 284. Tổng 
tất cả các ước số thật sự của 220 là : 


1+ 2+ 4+ 5+ 10 + l1 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 
= 284, còn tổng tất cả các ước số thật sự của 284 là : 
li + 2+ 4+ 71 + 142 = 220. 


Năm 1636, Fermat tìm được cặp số bạn bè khác là 17296 
và 18416; và gân như đồng thời, Descartes ( Đê-các ) tìm ra 
cặp số 9363584 và 9437056. Đến thế kỉ 18, Buler công bố danh 
sách hơn 60 cặp số bạn bè. Điều đáng ngạc nhiên là trong thời 
gian khá dài,người ta cứ nghĩ rằng cặp số bạn bè nhỏ thứ hai 
( sau cặp số 220 và 284 ) là 2620 và 2924, nhưng năm 1867, 
một thiếu niên 16 tuổi người Y là Paganini đã tìm ra cặp số 
bạn bè 1180 và 1210, và đây mới đúng là cặp số bạn bè nhỏ 
thứ hai.Ngày nay, nhờ máy tính điện tứ, người ta đã tìm ra trên 
600 cặp số bạn bè. Năm 1918, người ta đã tìm ra được một 
“vòng” gồm 5 số là 12496, 14288, 15472, 14536 và 14264 ( tổng 
tất cả các ước số thật sự của 12496 là 14288, tổng tất cả các 
ước số thật sự của 14288 là 15472,..).Nhưng cho đến nay, chưa 
ai tìm ra được một “vòng” gôm 3 số ( hoặc chứng minh rằng 
không tồn tại một “vòng” như vậy ). 


Còn rất nhiều bài toán về số nguyên tố chưa có ai giải được. 
Một trong các bài toán nổi tiếng nhất là bài toán Goldbach-Euler, 
do hai nhà toán học Goldbach (Gon-bac, 1690-1764) và BPuler 
(1707, 1783), đều là viện sĩ Viện Hàn lâm Peterbourg (Pê-tec-bua, 
Nga), đề ra năm 1742: Mọi số chấn lớn hơn 2 đều có thể uiết 
dưới dạng tổng của hai số nguyên tố. 


Đây là một giả thuyết, một dự đoán, phát biểu hết sức đơn 
giản, ai cũng hiểu được, và có thể kiểm tra rất dễ dàng với 
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những số chăn lớn hơn 2 đâu tiên: 


=2+92_ ~ 16= 11+ 5= 13+ 
=3+ 3 18= 13+ 5= 11+ 
=5+ 3 20 = 13 + 7 = 17 + 
I0 =7+ 3=5+5õ5 22 = 17+ 5 = 1l + II 
12= 7+5 24 = 19 +ð= 17+ 
14= l1+3=7+7 26 = 23 + 3 = 21 + 
VY.V.‹:i 


Người ta đã thứ và thấy rằng dự đoán là đúng với mọi số 
chẵn > 2 và 100000. Gần 250 năm đã trôi qua, bao nhiêu nhà 
toán học tên tuổi đã dày công nghiên cứu, nhưng chưa ai chứng 
minh được rằng giả thuyết là đúng với mọi số chắn > 2 hoặc 
bác bỏ giả thuyết đó (thí dụ: chỉ ra được một số chắn lớn hơn 
2 mà không thể viết được dưới dạng tổng của hai số nguyên tố). 
Năm 1937, viện sĩ Liên Xô Vinogradov (1891-1983) đã chứng minh 
được rằng: mọi số lẻ lớn hơn một số AÁ nào đó đều có thể viết dưới 
dạng tổng của ba số nguyên tố, chỉ còn phải thử với tất cả nhứng 
số lẻ nhỏ hơn A, là điều có thể sẽ làm được về nguyên tắc, tuy rất 
phức tạp, đòi hỏi rất nhiều phép tính do số A quá lớn. Kết quả 
mà Vinogradov đã đạt được đánh dâu một bước tiến đài trong lịch 
sử giải bài toán Goldbach-Euler; và điều quan trọng là phương pháp 
giải của Vinogradov được áp dụng để giải nhiều bài toán tổng quát 
của số học; vì vậy người ta coi đây là một trong những thành tựu 
lớn nhất của toán học hiện đại. 

4 - Chứng minh định lí cơ bản của số học 


Định lí. Mọi số tự nhiên lớn hơn 1 dều phên tích được 
ra thừa số nguyên tố một cách duy nhất (không kể thứ tự các 
thừa số). Số nguyên tố được coi như là một “tích” chỉ gồm mỗi 
một thừa số là chính nó. 
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Định ií trên đây, định lí cơ bản của số học, trong một thời 
gian rất dài được coi như là ” hiển nhiên”, không được nêu ra 
trong các cuốn sách về số học, kể từ Euclide đến Legendre (1798). 
Người đầu tiên phát biểu chính xác và chứng mỉnh nó là K.Gauss 
(1801). 


Sau đây là một cách chứng mỉnh định lí: _ 

V 1) Mọi số lớn hơn 1 đều phân tích được ra thừa số nguyên 
tố. 
— Dùng qui nạp toán học: Giả sử điều khẳng định là đúng 
với mọi số m > l và m < n, ta chứng minh nó đúng với n. 

Nếu n là nguyên tố, thì điều /đã rõ ràng. 

° 

Nếu n là hợp số thì theo định nghĩa, ta viết được n = a.b, - 
với ab < n. Theo giả thiết qui nạp, a và b là tích của các thừa. 
số nguyên tố, do đó n cũng là tích của các thừa số nguyên tố. 


2) Mọi số lớn hơn 1 đều phên tích được rư thừa số nguyên 
tổ một cách duy nhất. 

Cũng dùng qui nạp toán học: Giả sử mọi số m < n đều 
phân tích được ra thừa số nguyên tố một cách duy nhất, ta 
chứng minh điêu đó cũng đúng với số n. 

Nếu n là nguyên tố thì kết quả là hiển nhiên. 

Giả sử n là hợp số và có hai cách phân tích n ra thừa số 
nguyên tố khác nhau: 

n = p.q.r... = p'`.q`.r...(1) 


trong đó p, q, r,...và p”,q°,r,...là các số nguyên tố và không 
có số nguyên tố nào cùng có mặt trong cả hai phân tích đó(vì 
nếu có s như vậy thì ta có thể chia cho s và có số < n mà lại 
có hai phân tích ra thừa số nguyên tố khác nhau, trái với giả 
thiết qui nạp). 
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Không mất tính tổng quát, có thể giả thiết p là số nguyên 
tố nhỏ nhất trong phân tích thứ nhất và p` là số nguyên tố nhỏ 
nhất trong phân tích thứ hai. Vì n là hợp số, nên n = pˆ và 


$ 


n= p Ê và do p“p` nên p.p< n. 
Số m = n—pp`< n được phân tích ra thừa số nguyên tố 
một cách duy nhất (theo giả thiết qui nạp). Từ (1), ta có: 
p[n do đố p | n-pp` = m 
p| n do đó p| n~pp` = m 
Vì vậy, phân tích m ra thừa số nguyên tố, ta có 
m = n- pp`= pp`Pq... 

với P,Q,...Ìà số nguyên tố. Do đó 

ppln = p.q-r..., tức p' | q.F... 

Như vậy, p` là ước nguyên tố của q.r..< n mà p` không 
trùng với một thừa số nào trong q.r...cả, điều này trái với giả 
thiết qui nạp là mọi số nhỏ hơn n đều phân tích được ra thừa 
số nguyên tố một cách duy nhất. 


Bài tập 


2.1 - Chứng minh rằng: a) mọi số nguyên tố lớn hơn 2 đều có dạng 
án + 1(n > 0; b) mọi số nguyên tố lớn hơn 3 đều có dạng 6n + 1 
(n > 0). | 


2.2 - Nếu p là số nguyên tố > 3 thì p^~ 1 chia hết cho bao nhiêu? 
Nếu p và q là các số nguyên tố > 3 thì pˆ— qˆ chia hết cho bao 
nhiêu? 


2.3 - Cho p là số nguyên tố và một trong hai số 8p + 1 và 8p - 1 là 
số nguyên tố; số thứ ba là nguyên tố hay hợp số? 


2.4- a) Nếu p(> 5) và 2p + 1 là các số nguyên tố thì áp + 1 là số 
nguyên tố hay hợp số? 


66 
https://tieulun.hopto.org 


b) Nếu p và 8p“ + 1 là các số nguyên tố thì 8p2~ 1 và 8pÊ + 
2p + 1 là các số nguyên tố hay hợp số ? 
2.5- Tìm số nguyên tố p sao cho : 

a) 2p + 1 là lập phương của một số tự nhiên; 

b) 18p + 1 là lập phương của một số tự nhiên. 


2.6- Hai số 2” + 1 và 2°~ 1(n > 2) có thể đồng thời là số nguyên 
tố hay đông thời là hợp số được không ? 


2.7- Tìm số nguyên tố p sao cho: 

a)p + 10 và p + 14 cúng là số nguyên tố, 

b)p + 2, p + 6 và p + 8 cúng là các số nguyên tố; 

c©)p + 6,p + 8,p + 12và p + 14 củng là các số nguyên tố 
2.8 - Chứng minh rằng số dư trong phép chia một số nguyên tố p cho 

30 chỉ có thể là 1 hoặc là một số nguyên tố 

Nếu chia p cho 60 thì sao? 
2.9 - Tìm k để cho trong 10 số liên tiếp: 

ksx+ lk+ 2,..,k + lÔ 

có nhiều số nguyên tố nhất. 


2.10 - Các số 3, 5, 7 là ba số lẻ liên tiếp và đều là số nguyên tố. Hãy 
tìm tất cả các bộ ba số lẻ liên tiếp và đều là số nguyên tố. 


2.11 - Ta gọi p và q là hai số nguyên tố liên tiếp nếu giữa p và q 
không có một số nguyên tố nào; thí dụ: 7 và 11. 
Tìm ba số nguyên tế liên tiếp p, q, r sao cho pˆ + qˆ + cũng 
là số nguyên tố. 
2.12.- Tìm số nguyên tố p sao cho p vừa là tổng của hai số nguyên 
tố, vừa là hiệu của hai số nguyên tố. 


2.13 - Tìm tất cả các số n để cho: 
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a) nÝ + 4 là số nguyên tố; 
b) nŸ + n^ˆ + 1 là số nguyên tố; 
©) n2~nˆ +n + 1 là số nguyên tố. 


2,14 - Tìm tất cả các số nguyên tố p: 


+1 
a) p có dạng “” —ˆ =1 (ng 1 ), 


+ 
B)g-66 08g c6 2é 1W 7hỢ, 
6 


2.15 - Chứng mỉnh rằng có vô số giá trị của n sao cho mọi số có dạng 
mĩ + n đều là hợp số. 


2.16 - Chứng minh rằng nếu (n - 1)! chia hết cho n thì n không phải 
là số nguyên tố.(Thí dụ: ð! = 120 chia hết cho 6). 


2.17 - Cho N là tích của tất cả các Số nguyên tố p: 

/gố ngư êw tô Kkê»a tá kó 

N = 2435...p. SẠC xu Kự . 
Chứng minh rằng N- 1 và NÑ + 1 đều không thể là số chính 

phương. 


2.18 - a) Chứng minh rằng có duy nhất một số nguyên tố có dạng 


xŠ + 1. 


b) Tìm ba số nguyên tố có dạng x? +9, 


2.19 - Chứng minh rằng có vô số số nguyên tố: 


a) có dạng 4x + 3; 
b) có dạng 6x + 5. 


2.20 - Chứng minh rằng từ giả thuyết Goldbach-Euler suy ra được: mọi 
số lẻ > 7 đều có thể viết dưới dạng tổng của ba số nguyên tố lẻ. 
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CHƯƠNG 3 


PHƯƠNG TRÌNH DIOPHANTE 


Có bài toán dân gian sau đây: 
Trăm trâu trăn: cổ, 


Trâu đứng ăn năm, 
Trâu nồm ăn bq, 
Lụ khụ trâu già, 


Ba con một bó. 
Hỏi có bao nhiêu trâu đứng,bao nhiêu trâu nồm, bao nhiêu 
trâu già ? | 
Gọi số trâu đứng là +, 


số trâu nằm là y 
thì số trâu già là 100 ~ (đ + ÿ). 
Ta có phương trình: 
100—(x+ 
1665 =  ssi0 


hay 7x + 4y = 100 
Nếu không có điều hạn chế gì thì phương trình này rất dễ 
giải nó có vô số nghiệm: 
x tùy ý 
100 — 7x 
4 
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Nhưng theo đề toán thì x, y (số trâu) phải là số nguyên 
(dương), nên ta phải tìm nghiệm nguyên (dương) của phương 
trình. 

Đây là một thí dụ về phương trình Diophante (Điôphan). 

Một phương trình có nhiều ến số uới tốt cả các hệ số 
đồều là số nguyên, uà ta phải tìm nghiệm nguyên của nó, được 
goi là một phương trình Diophante. 

Phương trình Diophante nói chung là có nhiều nghiệm 
nguyên, vì vậy người ta cũng gọi đó là phương trình uô định. 

Thí dụ: 7x + 4y = 100 


x2 + y2 = z? 


xÌ— y2 = 1. 
Phương trình mang tên nhà toán học cổ Hi Lạp là Diophante 


(thế kỉ thứ 3), tác giả cuốn sách "Số học° đã có tác dụng 
rất lớn đến sự phát triển của toán học. 


Phương trình Diophante là một lĩnh vực rất lí thú và rất 
khó của toán học, trong đó chúng ta tìm thấy đóng góp của 
rất nhiều nhà toán học nổi tiếng: Euclide và Archimède, 
Permat, Euler và kLagrange, Gauss, Dirichlet Riemann và 
Hilbert,v.v... 


Sau đây, chúng ta sẽ xét một vài phương trình 
Diophante đơn giản nhất. 


m i1- Phương trình bậc nhất 


1.1- Phương trình bậc nhất hai ẩn 


Phương trình bậc nhất hơi ẩn là phương trình có dạng 


ax + by = 
trong đó qa, b, c là số nguyên, uới o # O0 uà b # Q. 
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Nếu a, b, c có ước chung lớn nhất là d # 1 thì ta có thể 
chia bai vế cho d, để được phương trình đơn giản hơn. Thí dụ: 


6x + 4y = 14 œ 3xz + 2y = 7 
12x + 6y = lỗ œ© 4x + 2y = 5 
Vì vậy, có thể giả thiết các hệ số q, b, c không có ước 
chung nào # 1, tức là nguyên tố cùng nhau. 
Có thể chứng minh được hai định lí sau: 


Định lí 1- Phương trình ax + by = c có nghiệnt nguyên 
khi uà chỉ khi (œb) = 1 (ta b nguyên tố cùng nhơu). 


Thí dụ: 
1x + 4y = 100 có nghiệm nguyên vì (7,4) = 1. 
4x + 2y = 5 không có nghiệm nguyên vì (4,2) = 2. 


Định lí 2- Nếu phương trình œ + by = c có một nghiệm 
nguyên là cặp số (xg;Yg) thì nó có uô số nghiệm nguyên, đó 
là tập hợp tốt cả cúc cặp số (x;y) có dạng 

#4 = tạ + bí 
⁄J = #ạ- q( 

với / là số nguyên tùy ý ( = 0, +1, +9...) 

Ta gọi (xạ; yạ) là một nghiệm riêng của phương trình, còn 
công thức trên đây của z,y cho tạ nghiệm tổng quát của phương 
trình (ta cũng nói đó là công thức tổng quát của nghiện ). 

Do định lí 2, muốn giải phương trình ax + by = c, với 
(ab) = 1, ta chỉ cần tìm một nghiệm riêng nào đó của nó. 

Thí dụ: Giải phương trình 

7x + 4y = 100. 

Ta thấy ngay được rằng phương trình có một nghiệm riêng 

là (é% = 0; y = 25), do đó có nghiệm tổng quát là 
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+ 0 + 4/ 
y= 25 - 7t (= 0, +1, +2...) 


Đối với bài toán "trăm trâu, trăm cỏ", ta phải tiếp tục 
xét thêm: z, y (số trâu) phải là số dương, tức 


x = Áát > 0, ®© (ứ>Q 


y=25- 71t > 0 (<4 
nghĩa là chỉ được lấy £ = 1,2,3: 

f = Ì =xz= 4; y = 18, z = 78 

(=2? x+=6,y = ll1;z = 6l 


(¿=3 x= l2; y = 4; z = 84 
Chứng mỉnh định lí 2 (ta thừa nhận định 1í 1): 
W- Cho phương trình 
ax + by = c (1) 
có một nghiệm là (g; yạ); như vậy theo định lí 1, ta có 
(a,b) = 1. 
1) Mọi cặp số (xạ + ö; yạ - œf) đều là nghiệm của (1). 
Thực vậy, ta có 
a(xg + b/) +bŒq- œf) =_ are+ abt.+byạ - bat= axs +bya. 
Theo giả thiết, axe + byạ = c, do đó 
a(Œ%ạ + 00 + bu - a) = ec, 
chứng tỏ Œạ + ö¿; yạ - đ) là nghiệm của (1). 
2) Mọi nghiệm (1\; y¡) của (1) đều có dạng 


¡= *ạ †+ bí 


s} Xạ~ d£ 
Thực vậy, vì Œọ; +g) và (Œy; yị) là hai nghiệm của 
phương trình nên 


+ 


12 
https://tieulun.hopto.org 


axo + byạ= € 
| axị; + by¡¿= € 
do đó a (Z¡~ #g) = b Ớg-y¡) (2) 
chứng tỏ a(¡ ~ #pg) : b. 


mà (a,b) = l nên z#,- xạ : b, nghĩa là có một số nguyên ¿ 


sao cho 


#i¬#ạ = b£ hay x4 = xạ+ bứ. 
Thay vào (2), có 
qb¿ = bạ- yị) hay y¡= yg~ œ " 


Chú ý rằng nghiệndtổng quát của phương trình œ + by = 
cũng có thể viết dưới đạng 
4= #ạ ~ bŸ 
ý ÿạ † dí 
1.2- Phương pháp tìm một nghiệm riêng của phương 
trình ar + hy = c 
Phương pháp sau đây dựa vào một định lí về liên phân số 
(bạn đọc có thể xem chứng minh ở phần phụ lục), giúp tìm ra 
dễ đàng một nghiệmriêng của ax + by = 
Thí dụ 1- Giải phương trình 
40x + 3ly =1. 
W_- Vi (40,31)= 1, nên phương trình có nghiệm nguyên. Ta 
tìm một nghiệm riêng theo các bước sau đây: 
Bước 1. Viết thuật toán Euclide để tìn UCLN của 40 và 31: 


40 = 31+ 9 
21 =93+.4 
9 =4.2 + 1 
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Vì (40,31) = 1, nên quá trình kết thúc với số dư là 1. 


Bước 2. Đề viết được số 1 dưới dạng 40xạ + 3lyạ, ta viết 
các đẳng thức trên đây từ đưới lên trên, đưa số dư về vế trái: 


lI=9-4.2 (a) 
4 = 31-9.3() 
9 = 40- 31.1 (c) 


Thay giá trị của số 4 từ (b) vào (a): 
i1 = 9-(31-~ 9.3).2 =-31.2 + 9.7? 
Thay giá trị của số 9 từ (e) vào đây, được: 
i =-31l.2 + (40~ 31).7 = 40.7~ 31.9 = 40.7 + 31.(-9). 
Bước 3. Từ đẳng thức trên, có xạ = 7,yạ =-9 và phương 
trình đã cho có nghiệm là 
+ = 7~ 3l1/¿ 
y =~9 + 4(Q(, £ € 2. ñ 
Việc tính toán ở bước 2 có thể thay thế bằng một thuật 
toán đơn giản hơn như sau: 
Bước 2. Lấy thương trong dãy các phép chia ở bước 1, đó 
là: 1,3,2 rôi tính phân số 





lÌ 
— 
+ 


m 


: 


được m 


Bước ở. Giá trị tuyệt đối của một nghiệm riêng là 
| %a| =Í 
| ạÌ = 9 

(vì |a| > |b| nên ta lấy lZạl< ly ạl) 
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Bước 4. Thử để xác định dấu của xọ và ÿọ. 
40.7 = 280 
J1.9 = 279 
Do đó: 40.7—~ 31.9 = 1 hay 40.7 + 31 C9) = I1. 


Vậy #ạ=ĩ 
Jạ =“=~ 9 
Nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 


7 + 3lt 
-9 - 40t ( € 2) 


h9 


% 
Thí dụ 2 - Giải phương trình 
?x¬ lly = lỗ 
V Phương trình này có nghiệm nguyên vì (7, 11) = 1. 


Trước hết, chú ý rằng nếu (zọ; yạ) là một nghiệm riêng 
của phương trình 


ax + by = 1 
thì ( cxo; cyạ ) là một nghiệm riêng của phương trình 
ax + by =€c 
bởi vì từ 8x + bya =1 — 
suy ra được a ((#ạ) + b (cye) = c. 
Do đó, trước hết ta tìm một nghiệm riêng của phương trình 
7x — lly = ]1 
Bước 1. Viết thuật toán Euclide để tìm (11, 7): 
1iI=7.1+4 
=4.1+3 
4=3.11+1 
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A- 

m = Ì + vị =2 

1 

Bước 3. 

| xại = 

| 2ạl = 
( vì |a| < |b| nên phải lấy |xạ|{ > lyạl ). 
Bước 4. 


7.3 = 21, 11.2 = 22, do đó 


~21 + 22 = lhay 7.(-3)- I1(-2) = 1. 
Vậy xạ =-~-3 


vụ =~2 
Suy ra một nghiệm riêng của phương trình: 
71x - 11y = 1õ 
là xạ =-3.15 =-45 
v⁄ạ =-9.15 = -30. 
và nghiệm tổng quát là 
x =~4ð + Illt 
y =~30 - 7t ( € Z2) _ " 
1.3 - Phương trình bậc nhất n ẩn (n > 2) 


Người ta chứng minh được rằng một phương trình bậc 


nhất nẩn ( sau khi chia cả hai vế của phương trình cho UCLUN 
của các hệ số của nó) có nghiệm nguyên khi và chỉ khi cóc hệ 
số của các ẩn là các số nguyên tố cùng nhau. 
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Tjh( dụ 1. Giải phương trình 
2x~- ðy- 6z = 4 
ý Phương trình này có nghiệm nguyên vì (2,5,6) = 1. 
Ta thấy: phương trình có hai hệ số (của hai ẩn) là nguyên 
tố cùng nhau: (2,ð) = 1, vì vậy ta đưa phương trình về đạng 
2x~ ðy = 4 + 6z. 
Lấy 2z = ưu là số nguyên tùy ý và đặt 
4 + 6z = 4 + Gu = c 


ta có 2x - By = c. 
Phương trình này có một nghiệm riêng là 
#ạ = Šc 
ÝJạ =€ 
do đó có nghiệm tổng quát là 
+ = äŠc + ðí 
y=c+9‡¿ứ€ 7) 


Thay c = 4 + 6w vào, ta được nghiệm tổng quát của phương 
trình 2z - ðy - 6z = 4 là: 


x= 3(4 + 6u) + ð/ = 12 + l8u + õí 
y=4+ 6w + 9/ 
Z =u 
trong đó u, là những số nguyên tùy ý. . 


Thí dụ 2. Giải phương trình 
6x + y + 3z = lỗ, 


W Phương trình này có hệ số của một ổn (y) bằng 1. Ta thấy 
+„z có thể lấy bất kì giá trị nguyên nào, lúc đó ta cũng có một 
giá trị nguyên của y. Phương trình có nghiệm tổng quát là 
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y= lồ - 6u - đi 
x=ứ 
z=f£ | 
trong đó u và ¿ là những số nguyên tùy ý. 
Thí dụ 3. Giải phương trình 
öx + lỗy + 10z = 3. 
Phương trình có nghiệm nguyên vì (6,15,10) = 1. 
Ta tìm cách biến đổi và đặt ẩn phụ để đưa về phương 
trình có hệ số của một ổn là bằng 1: 
6x + 10 @ + z2) + ðy = 3 
Đặt y + z = u > Õx + 1Ö0u + ðy = 3 
x+ 10w + ð5(x+y) = 3 
Đặt x + y =0u,>x + 10w + 5u = 3 | 
Nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 
x = ö~- l0, - 5u 
_ y=-ðö+ l0 táo ($ý=0¬x) 
Z = Ö3- Đu— 6U (¿ý =u~ 3y =ưữ~U + #) 
trong đó u,u là các số nguyên tùy ý. (Œ1 
_ Chú ý rằng ta cũng có thể biến đổi và đặt ẩn phụ để 
đưa về phương trình có hai bệ số (của hai ổn) là nguyên tố 
cùng nhau: 
| 6x + lỗy + 10z = 3 
6% + z) + lỗy + 4z = 3 
Đặt x + z =u > 6u + lỗy + 4z = 3 
Ta có (15,4) = 1, vì vậy ta viết 
lỗy + 4z = 3 - Öu 
Đặt 3 - 6u = c + l5y + 4z = c. 
Tiếp tục giải như trong thí dụ 1. 
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1.4 - Giải hệ phương trình bậc nhất 
Bài toán. Tìm một số nguyên, biết rằng khi chia số đó cho 
3, cho ð Uuờ cho 7 thì có sổ dư tương ứng là 2, 3 uà 4. 

V Gọi số phải tìm là z. 
Chia x cho 3, dư 2, vậy x có dạng 3u + 2 (u là số nguyên). 
Tương tự, x có dạng ðy + 3, 7z + 4 (y,z là số nguyên). 
Ta có 

x = ởu + 2 = By + 3 = 7z + 4 
Ta phải giải hệ phương trình 

3u + 2 = ðy + 3 (1) 

h +3 


1z + 4 (2) 
(1) œ 3u— ðy = Ì ®u 


2 + ðv (3) 
y= 1+ 3u(4) (c2 
Thay biểu thức của y từ (4) vào (2), được 
O9 (l + 3u) = 7z + 4 
l5u - 7z = = 4 


Giải phương trình này, được 
U =— 4 + ït (5) 
z=—8+ lỗt ¿€2 
Thay giá trị của 0 từ (5) vào (3): 
 = 2 + 5 (=4 + 7t ) = —-18 + Sðt 


Do đó: 
x = 3u + 2 = —ỗð2 + 10ỗt (€2) Ø 
Thí dụ: x = - 52 (với t = 0), B53 (với? = 1), 158 (với £ 
= 2), 263 (với £ = 3), —157 (với £ --1), -262 (với £ = -2),v.v... 
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Chú ý rằng bài toán trên đây chính là bài toán "Hàn Tín 
điểm binh", nếu yêu cầu nghiệm phải nguyên dương (xem chương 
I. Có thể thấy rằng phương trình đồng dư 


x = 2 (mod 3) 
cũry chính là phương trình Diophante 
x = 2 + ðu 


ftoing đó ta chỉ quan tâm đến ẩn x. 
Nếu z phải nguyên dương thì trong công thức tìm được 
trên đây ta phải viết 
x=~= ö2 + 105t (> 1) 
Công thức này trùng với công thức đã tìm thấy ở lời giải 
bài toán " Hàn Tín điểm binh": 
x = ð3 + I10ỗt ( > Q). 


Bài tập _ 
đ.I - Giải các 'shữn trình 
a) Šx + 3y = 2; b) 32x - 40y = 38; 
©e) 38x + 117y = lỗ, d) 2lx~ l7y = -đ. 
Õx + 2 | 


Jđ.2 - Với giá trị nguyên nào của +ø nhỉ là một số nguyên? 


3.3 - Tìm số tự nhiên chia hết cho ? và khi chia cho 2, 3, 4, 5, 6 

luôn cho số dự là 1. 

đ.4 - Tìm năm sinh của nhà thơ Nguyễn Du, biết rằng năm 1786 thì 
tuổi của ông bằng tổng các chứ số của năm ông sinh ra. 
đ.5 - Một bài toán dân gian: 

_Ba người đi câu được một số cá. Trời đã tối và mệt lả, họ vứt cá 
trên bờ sông, rôi mỗi người tìm một nơi lần ra ngủ. Người thứ nhất 
thức dậy, đến bờ sông, đếm số cá thấy chia ba thừa một con, bèn 
vứt bớt 1 xuống sông và xách 1/3 về nhà. Người thứ hai thức dậy, 
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tưởng hai bạn mình còn ngủ, đến bờ sông, đếm số cá, vứt Ì xuống 
sông và xách 1/3 về nhà. Người thứ ba thức dậy, cứ nghĩ là minh 
dày sớm nhất, đến bờ sông, đếm số cá xong vứt 1 con, và xách 1/3 
vê nhà. 

Cho biết họ là ba chàng đi câu tôi, bạn hãy tính xem họ câu 
được bao nhiêu cá? 
3.6 - Giải và biện luận theo số nguyên m các phương trình: 

a) 6x - lly = m + 2; b) l5ãx + 25y = 2m - Ì; 

€) Äx - (m - 2)y =m + 1; d) 5x + (3m + 1l )y = 2m + Ì. 
3.7 - Cho phương trình ax + by = c, trong đó ab,c là các số tự 


nhiên # 0 và (ab) = 1. Chứng minh rằng phương trình không 
có nghiệm tự nhiền nếu e = aÙ. 


3.8 - Chứng minh rằng với mỗi cặp số nguyền dương m,n cho trước, 
có một phương trình bậc nhất hai ân ax + by = c với hệ số a,b,e 
là những số nguyên, nhận x = ?, y = n là nghiệm nguyên dương 
duy nhất. 


3.9 - Chứng mỉnh ràng với mỗi số nguyên dương m cho trước bao 
giờ củng có một phương trình vô định bậc nhất hai Ấn ax + by = 
€ có đúng m nghiệm nguyên dương. 

3.10 - Giải các phương trình: 

a) 2x + 3y + ỗ5z = 15 ; b) 23x - 53y + 80z = 101; 
C©) Öx + lỗy + 6z -10t = 13; d) 8x + l5y -6z -20t = 21. 
3J.11- Giải các hệ phương trình: 


a) äx + 2y = 1 b) 2x - 3y = l1 
dx + ỗy + 2z = -] dx - 2y + 3z z= 5 
Cìx + 4y + 2z = 7 d) 3x - 5y - 3z = ] 
2x - 7y - B5¿ = - 7 2x - 3y + 3z = - 3 


3.12 - Giải và biện luận theo số nguyên m: 
a) 3x + 2y = ] 
ảr + 6y + (m + 1)Z = m - 2 
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b) 8x - õy - 3z = 1 
2x - 3y + (m - 2)z = Ì - 
3.13 - Tìm tất cả các số tự nhiên +x sao cho: 
a) x chia hết cho 9 và x + 1 chia hết cho 25; 
b) z chia hết cho 21 và x + 1 chia hết cho 165; 
e) x chia hết cho 9, z + 1 chia hết cho 25 và z + 2 chia hết cho 4. 


8.14 - Tìm tất cả các số nguyên mà khi chia chúng cho 19 và 11 thì 
số dư tương ứng là 4 và 1. 


3x~ 1 7x _— 1 
và 








8.1Lỗ - Tìm tất cả các số nguyên x sao cho là những 


số nguyên. 


3.16 - Tìm tất cả các số nguyên x và y sao cho cả hai số 3z - y + 
1 và 2x + 3y - 1 đều chia hết cho 7. 


3.17 - Trong các số tự nhiên từ 200 đến 500, những số nào chia 
cho 4, 5, 7 có dư lần lượt là 3, 4, 5 ? 


8.18 - Tìm số tự nhiên nhỏ nhất sao cho khi chia nó cho 7, 5, 3, 
11 ta được số dư tương ứng là 3, 2, 1, 9. 


38.19 - Một bài toán dân gian: 
"Mai em đi chợ phiên, 
Anh gửi một tiền, 
Mua cam cùng quít. 
Không nhiều thì ít 
Mua lấy một trăm. 
Cam ba đồng một, 
Quít một đồng năm, 
Thanh yên tươi tốt 
Năm đông một trái." 

Hỏi mua mỗi thứ mấy trái ? (Biết rằng: một tiền gồm 60 đồng). 
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3.20 - a) Trên đường thẳng 8x - l3y + 6= O0 háy tìm các điểm 
nguyên (tức là có tọa độ là số nguyên) nầm giữa hai đường thẳng 
x = - 10+x= õ0. _ 

b) Chứng minh rằng trong hình chứ nhật giới hạn bởi các đường thẳng 
x = ö+x = 42, y = 2, y = 17 không có điểm nguyên nào thuộc 
đường thẳng 3x + 5y = 7. 


m 2 - Phương trình + y? = z? và định lí lớn Fermat 


2.1 - Chúng ta đã biết định lí Pythagore (Pitago): trong 
một tam giác vuông có cạnh huyền là c, hai cạnh góc vuông 
là a, b, ta có: 

8a” + bˆ = c2, 
Có trường hợp a, b, c đều là số nguyên dương, thí dụ: 
32+ 42= 82 

Từ thời xa xưa, người ta đã đi tìm những bộ ba số nguyên 

dương z,y,z như vậy, được gọi là các số Pythagore, thỏa mãn 


phương trình: 


x? +yờ“ =zˆ(1U 


Thực ra, từ trước Pythagore cả nghìn năm, vào khoảng 
2000 năm trước Công nguyên, những người Babilon đã thấy 
rằng bộ ba số: 


VÀ 
x=p^-q 
y = 2pq 
z=pˆ+q? 


trong đó p, q là các số nguyên dương bất kì với p > q, là các 
số thỏa mãn (l1): 


(pˆ — q2)” + (2pq)? = (pŠ + q2”. 
Thí dụ: Với p = 2, q = 1 có 
x=3,y=4,z=5(32+ 4? = 59 
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1 có 
x=8,y=6,z= 10 (82 + 6= 102) 
Với p=3q= 2c 
x= 5, y = 12,z = 13 (62 + 192 = 137 
Bây giờ ta đi tìm nghiệm tổng quát của phương trình (1). 
Chia hai vế của (1) cho z7 được: 


Với Pb =›3, q 


z? 2 
* bẠ 


Đặt — = X, ' = Y, có phương trình: 
z 


X+ Y2 =1) 
với X,Y là các số hứu tỉ 
(2) © Y? = 1~ XỂ 
Yˆ =(1-X)( + X) 
Giả sử X z# - 1, ta chia hai vế cho (1 + X)?: 
Y ;„1-š 
1+XÃ” 1+X 








( 


Y 
Dặt £ = ———., ta được: 
` l+x ớc 


l+X 





1— t 2t 
1+t2 1+t 





từ đó suy ra X = 


lI 


(3) 


Với mọi giá trị hưu tỉ của ¿, ta có các giá trị hứu tỉ của 
X và Y thỏa mãn (2). Ngược lại, mỗi nghiệm hứu tỉ của (2) 
đều có dạng (3) ( trừ trường hợp X = - 1, Y = 0). Như vậy, 
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(3) là công thức của nghiệm tổng quát của (2). 
Từ (3), ta có công thức của :+ghiệm nguyên tổng quát của 


(1), bằng cách đặt ¿ = Ÿ với (p,g) = 1. Lúc đó ta có: 
q 








9_ 9 
*x — 
Xe =S =4) 
# ptq 
2 
z  pˆ+q 


Từ đây, thấy ngay rằng các số nguyên sau đây thỏa mãn 
phương trình (1): 


x=m ( - 42) 
z= m(@“ + qˆ (5) 


m.2pq 


với m nguyên bất kì. 


Nếu các SỐ p”~ q2, 2pq và p + q7 có ước chung d > 1 
thì có thể chia chúng cho d và ta có một nghiệm nguyên mới 
của (1), khác với nghiệm (5). Nhưng điều này không thể xảy 
ra, do đó (5) cho nghiệm tổng quát của (1). 


Thực vậy, vì (p,g) = 1 nên chỉ có thể là:p và g chấn 
lẻ khác nhau hoặc cả hai cùng lẻ. 


- Trong trường hợp p,g chắn lẻ khác nhau thì De q2, 2pq 
và pŸ + q7 không thể có ước chung d > ¡, vì nếu có số d như 
vậy thì d phải lễ (do p2— gˆ lẻ) và d phải là ước của (pŠ~ 
q2) + @ˆ2 + g2 = 2pŸ (do d lẻ nền d là ước của p) và của 
ọˆ + q2) — ọ” — q2) = 2qˆ (d cũng là ước của q), trái với giả 
thiết (p,qg) = 1. 
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Trong trường hợp p,g cùng lẻ, ta đặt p + g = 2P và p - 
q = 2Q và có (P,Q) = lvà P,Q chắn lẻ khác nhau (vì P 
+ Q lẻ). Thay vào (4), được: 


nghĩa là ta có kết quả tương tự như (4), chỉ khác là x và y 
đổi chỗ cho nhau, và thay vì p,q thì có P,Q với (P,Q) = 1 và 
P,Q chấn lẻ khác nhau. 


Như vậy, công thức (ð) cho nghiệm tổng quát của (1). 
Dịnh lí- Nghiệm: nguyên tổng quát của phương trình 


x2 +yˆ =zˆ 
là xz=m (p^- 
% = 2mpq 


z=m (pˆ + g2 
trong đó m, p, q là các số nguyên bất kì uới (p,q) = 1, uờ p, 
q chẵn lẻ khác nhau (trong công thức của nghiệm, x uà y có 
thể. đổi chỗ cho nhau). 


Dịnh lí này đã được biết từ Euclide. 

Với m = Ì, các giá trị của +, y, z nguyên tố cùng nhau. 

Cho p, q một số giá trị, ta có các bộ ba số Pythogore: 

(3; 4; 5), (5; 12; 13), (8; 15, 17), Œ, 24; 2ã), (21; 20; 
29), (9; 40; 41),.. 


2.2 - Định lí lớn Fermat 


Chúng ta đã thấy rằng phương trình 
x2 + y2 = ¿? 


có vô số nghiệm nguyên. Thế nhưng các phương trình 
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z3 


z1 


x3 +yỶ 
x“h+y" 
đều không có nghiệm nguyên. Vào khoảng năm 1630, nhà 


toán học Pháp Fermat đã viết bên Íê cuốn sách về các số 
Pythagore như sau: 


" Ngược lại, không thể phân tích một lập phương thành 
tổng của hơi lập phương; cũng như một lũy thừa bậc 4 thành 
tổng của hai lấy thừa bộc 4...uà một cách tổng quát, không thể 
phân tích một lấy thừa uới số mũ lớn hơn 2 thành tổng của 
hai lúy thừa uới cùng số nvũ đó. Tôi đã phót mình ra chân lí 
này bằng một chứng ninh tuyệt diệu nhưng iềỀ sách này 
quá chật nên không thể ghi lại được". 

Như vậy Fermat đã nêu lên (và khẳng định mình đã 
chứng mình được) rằng: 

Với mọi số tự nhiên n > 2, phương trình 


+" + xy? =z" 


hhông có nghiện: nguyên dương. 


Mệnh đề này được gọi là bời toán Ferntaf hay định lí lớn 
Fermœ (còn định lí: "Với p nguyên tố thì nŸ - n chia hết 
cho œ" được gọi là định lí nhỏ Fermat). Đã hơn 300 năm nay, 
bài toán Fermat là một trong những sự kiện lí thú nhất trong 
lịch sử toán học. 


Fermat không để lại chứng minh của định lí Người ta 
chỉ tìm thấy trong giấy tờ của Fermat phần chứng mình với 
n= 4. Bao nhiêu nhà toán học lừng đanh đã đi vào vấn đề 
này và chỉ đạt được kết quả trong một số trường hợp riêng lễ: 
Euler đã chứng minh cho n = 3 (năm 1770), A. Legendre 
(Lơ-giăng, người Pháp, 1752-1833) và Đirichlet chứng minh cho 
w = 5 (năm 1825). Dễ thấy rằng trường hợp n = 6 qui về n 
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=3 và một cách tổng quát, chỉ cần chứng minh định lí cho số mũ 
n nguyên tố. Năm 1839, nhà toán học Pháp Ơ. Lamé (Lamê, 
1795-1870) đã chứng mình được cho n = 7. 


Kết quả đáng kể là cửa nhà toán học Đức E. Kummer 
(Cumơ, 1810-1893) đã chứng minh được rằng định lí đúng với 
mợi n< 100. Sau đó, nhờ máy tính điện tử, người ta đã kiểm tra 
được định lí với mọi số nguyên tố nhỏ hơn 100 000 ( cho đến năm 
1985). Nhà toán học trẻ Hà Lan G. Faltings (sinh năm 1954) đã 
có đóng góp mới cho định lí Fermat với việc chứng minh (năm 
1983) rằng phương trình x°+ y° - z? với n>3, nếu có nghiệm 
nguyên thì chỉ có một số hữu hạn nghiệm mà thôi, 


Điều có ý nghĩa đối với sự phát triển cửa toán học là trong 
khi đi tìm chứng minh của định lí, các nhà toán học đã sáng tạo 
ra những lí thuyết toán học mới , những phương pháp mới mà thời 
Fermat chưa được biết tới. Đáng lưu ý là đã có nhiều “chứng 
minh” được công bố, và sau đó được phát hiện là sai lầm (gần 
đây nhất ìà “chứng mình” năm 1988 của Miyaoka ở CHLB Đức). 


Vì vậy, người ta không khỏi dè dặt đón nhận tin A. Wiles ở 
trường đại học Cambridge (Anh) công bố vào ngày 23-6-1993 
bản chứng minh của định lí Fermat (dài khoảng 200 trang!). Quả 
thật, chỉ một thời gian ngắn sau đó, nhiều nhà toán học và cá 
Wiles đã pháthiện một thiếu sốt trong chứng minh này. Và 
A. Wiles đã cùng với học trò của mình là R.Taylor nhanh chóng 
sửa chữa được thiến sót đó, qua bài báo được công bố ngày ?-10 - 
1994. Như vậy, A. Wiles (cùng với R. Taylor) đã có vinh dự lớn 
kết thúc một cuộc hành trình dài 3 thế kỉ đi tìm lời giải của một 
trong những bài toán khó nhất và hấp dẫn nhất từ xưa đến nay. 
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= 3 - Một số phương trình bậc hai và cao hơn 


3.1 -Không có một phương pháp chung nào để giải được 
mọi phương trình Diophante bậc 2 và cao hơn. Đối với mỗi 
phương trình, ta phải xem xét đặc điểm của nó để tùy trường 
hợp cụ thể, có thể phân tích ra thừa số hoặc viết dưới dạng 
tổng rồi vận dụng các tính chất chia hết; có thể thử để thấy 
một nghiệm (trong trường hợp dễ thấy) rồi từ đó tìm cách 
suy ra các nghiệm khác hoặc chứng minh rằng phương trình 
không thể có nghiệm nào khác... 


Thí dụ 1- Từn nghiệnt tự nhiên của phương trình 
2x” + Xy = ỉ. 
V - Ta có phương trình tương đương: 
x(2x” + y) = T 
Vì 7 là số nguyên tố, nên phải có 
+eE=] hoặc x = 7 
2x2 +y =7 2x2Ở+y =1 
Với x = 1 th y = 7- 2x” = 5 
x= 7thì y = 1- 2x2 < 0 
Vậy ta có nghiệm duy nhất là (1; 5). 
Thí dụ 2- Giải phương trình (tìm nghiệm nguyên): 
Vụ 6x2 + By? = 74. 
Phương trình phải giải tương đương với: 
6 (ˆ“~ 4) = 5 (10- y^) 
Vì (5,6) = 1, nên phải có: 
xz?~- 4:5 tức x^- 4 = 5u 
10 ~ yˆ ¡ 6 tức 10~ yˆ = 6v 
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và 6.5u = 5.6v, do đó u = vw. 


4 
xz?“=ðu +4 >0>uửu =.. 
yẰ=10-6v=v«ẻ- 

ĐUY Ta: u = v = 0 hoặc u = về = Ì. 


u=v= 0» y " = l0, không có y nguyên nào. 


Phương trình có bốn nghiệm: x = + 3; y = + 2) D 
Thí dụ 3: Giải phương trình 
x” + y = 3z” 
V Ta thấy ngay rằng phương trình có nghiệm là (0; 0; 0). 
Giả sử phương trình có nghiệm (z; y; z) khác (0; 0; 0). 
Nếu *z, y, z có ước chung lớn nhất là dz 1, tức z = dx', 
y = dy, z = đz, với (x`, y, z` ) = 1, thì: 
(dx)° + (dy)Ê = 3(dz)2 «œ +*2 + y2 = 3z'2 


Vì vậy có thể giả thiết x, y, z nguyên tố cùng nhu. 


_ Từ x“ + yŸ = 3zẺ, 

ta có: x2+y“:39 

SUY Ta: x?: 3 và y": 3, tức x = 8u, y = äv và có: 
(3u)“ + (3v)? = 3zˆ 
3q? + v^) =zˆ 


Đẳng thức này chứng tỏ z2: 3, tức z : 3. Cả ba số x, y, z 
đều chia hết cho 3, trái với giả thuyết vừa nêu. 


Vậy phương trình không thể có nghiệm nào khác (0; 0; 0) 
Thí dụ 4- Tìm nghiện nguyên dương của phương trình 
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x + y + Z =xyZz 


Giả sử Ô <x <Xy<z 
Thế thì x+y+z <3¿. 
Mà x + y +Z= xVz 


do đó xyz < 3z, tức xy < 3. 
Nếu z = y = z thì z1” = 3z, z? = 3, là điều không thể 


"cố với z nguyên. Vậy phải có ít nhất hai trong ba sỐ #, y, Z 
không bằng nhau, do đó xy < 3, tức xy = 2 hoặc xy = Ì. 


Xy=2>x~>=l,y=2®#z=3Š 
xy = l>Tx~x=y = #= 2+ z 


z (vô nghiệm). 
l; y = 2; z = 3). 
Vì vai trò của x, y, z là như nhau, nên ta có sáu nghiệm: 
(1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3), @2; 3; 1), (3; 1; 2), (3; 2; 1). 
Chú ý- Mỗi phương trình Diophante tương đương với một 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm là ( 


hệ phương trình đồng dư. 


Thí dụ- Phương trình 
x°+öy + 1=0 
tương đương với hệ phương trình đồng đư: 
z” + 1 = 0 (mod ð) 
+ 





x ` t] 
_x.“ 
Thực vậy, phương trình z” + 1 # 0 (mod ð) 
có nghiệm duy nhất là: x # —-l (mod ð) 


tức là x = -l + ðt,# € Z2 
Do đó hệ phương trình trên có nghiệm là: 
x=-Ì +ốỗt 
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(—1+B5t)Ẻ+ 1 
ˆ —5 

với ¿€ Z. Đây cũng chính là công thức tổng quát cho 
nghiệm của phương trình Diophante đã cho. [Ì 

3.2 - Nói chung, giải phương trình Diophante bậc cao là 
một bài toán rất khó. Chú ý rằng nhiều khi ta gặp hai phương 
trình tương tự, chỉ khác nhau về hệ số, mà phương trình 
này có vô số nghiệm, phương trình kia lại vô nghiệm; phương. 
trình này rất dễ giải, trong khi phương trình kia lại rất khó 
"giải thậm chí chưa ai giải được. Nhiều phương trình mang 
tên người đã giải được nó. Rất nhiều phương trình Diophante 
phải giải bằng các phương pháp của toán học cao cấp; việc 
nghiên cứu về phương trình Diophante đã trở thàng một ngành 
riêng được gọi là giỏi tích Diophoante, 

Sau đây là một vài thí dụ: 


= — 3t + 15t2- 95t 


Có thể chứng minh dễ dàng rằng các phương trình: 
9x2 + yŸ = z2 
_ xˆ + y = 227 
có thể đưa về phương trình x“ + yˆ = zˆ và do đó có vô số 


nghiệm nguyên, nhưng phương trình 


x? + yF = 327 


lại không có nghiệm nguyên nào (khác 0). 
Có thể dễ dàng tìm điều kiện (cần và đủ) cho số tự nhiên 
* để phương trình: 


2_y2=ÿ 


% 
không có nghiệm nguyên (k # 4 + 2 ), nhưng bài toán tương 
tự với phương trình _ 


x“+y? =È 


lại là bài toán rất khó ! 
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Phương trình 
z?“+x~~y ? =0 
không có nghiệm nguyên; điều đó có thể chứng minh không 
khó; nhưng việc chứng mình rằng phương trình 
x2 +x~ 2y? = 0Ô 
có vô số nghiệm nguyên: (8; 6), (49; 35),..lại là một bài toán 
rất khó ! 
Dễ thấy rằng phương trình 
x) + y +z”=1 
có vô số nghiệm nguyên (x = 9nŸ; y= l1~- 9n"; z“= dn- 9n'), 
và phương trình 
x” + y°`+ z3 = 2 
cũng có vô số nghiệm nguyên (œ = Ì + GnŠ, y=lI- 6nŠ: z =-6n)). 
Nhưng rất khó chứng mìỉnh rằng phương trình 
x” + y +z2=3 
có hay không có nghiệm nguyên nào khác ngoài bốn nghiệm là 
(1; 1; l), (4; 4; -5), (4;~5; 4), và -ð; 4; 4). 
Còn phương trình 
xo +) +z” = 30 
có nghiệm nguyên hay không, đó là một bài toán rất khó, 
Đối với hai phương trình khá đơn giản: 
xˆ_ „ = l 
x?~ v = —2 
mà ta có thể thấy ngay được một nghiệm là (3; 2) đối với phương 
trình thứ nhất và (5; 3) đối với phương trình thứ hai, việc chứng 
minh rằng các phương trình đó không có nghiệm nào khác là 
điều không đơn giản chút nào Ì 
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Một dạng phương trình Diophante bậc hai nổi tiếng là phương 
trình 
x”~ Dy” = ] 
trong đó D là số tự nhiên không chính phương (nếu D là số 
chính phương thì rất đơn giản), được gọi là phương trình Pell. 


Thí dụ: x?~ 2y? = ] 
x? ~ 29y^ = 1. 


Phương trình Pell xuất phát từ một bài toán do Archimède 
(Ac-si-met, nhà bác học vĩ đại cổ Hy Lạp, sống ở thế kỉ thứ 3 
trước Công nguyên) đặt ra, bài toán chứa 8 ẩn số thỏa mãn 7 
phương trình, đưa đến việc tìm nghiệm nguyên của phương 
trình 


z2 - 4199494y2 = 1 (1) 


Đương nhiên các nhà toán học cổ Hy Lạp không thể 
giải được phương trình này. Nhiều nhà toán học sau đó đã đi 
tìm lời giải. Có lẽ Fermat là người đầu tiên nói rõ là phương 
trình có vô số nghiệm. Nhà toán học Pháp Lagrange 
(La-gø-răng) là người đầu tiên công bố lời giải đầy đủ của phương 
trình 1 - Dy? = lnăm 1766. Nhưng do một nhầm lẫn của 
Euler mà phương trình mang tên Pell, một nhà toán học 
Anh cùng thời. Phép giải phương trình Pell dựa vào 1í thuyết 
về liên phân số, 

Chú ý rằng năm 1880, người ta đã tìm ra nghiệm nguyên 
dương nhỏ nhất của phương trình (1), với xz là một số gồm 45 
chứ số và y là một số gồm 38 chứ sốt Ngày nay, nếu không 
biết gì về phương pháp giải phương trình Pell, ta vẫn có thể 
nhờ máy tính điện tử để tìm nghiệm của (1): 

x? = 4729494y? + 1 


bằng cách cho y các giá trị tự nhiên liên tiếp: 1, 2, 3..mỗi lần 
ta tính 4729494y? + 1, rôi lấy căn bậc hai của số có được, cho 
đến bao giờ được căn đó là một số tự nhiên thì dừng lại; và 
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ta có nghiệm tự nhiên nhỏ nhất cần tìm. Máy tính điện tử 
có thể thực hiện hàng triệu phép tính trong một giây, nên sẽ 
tìm được nghiệm trong một thời gian rất ngắn. 
Các bạn đừng nghĩ rằng việc giải phương trình Diophante 
chỉ là một trò tiêu khiển (dù rất đau đầu!) với các con số, 
Các phương trình Diophante, ngoài nhứng liên hệ vê lí 
thuyết với nhứng vấn đề khác, còn có những ứng dụng trong 


ki thuật; riêng phương trình Pell đã được gặp trong thiên văn 
học. 


Bài tập 

Giải các phương trình sau đây: 
3.21 - xˆ + y? = %7 
3.92. xˆ + 2y2 = z2 
3.23 - x2+y? =z2+1 
3.24 - x2- 4y2 = 1 
3.95 - x2. yˆ = 91 
3.26 - 2x2 + 3y2 = z2 
3.27 - x2 +x-yˆ= 0 
3.28 - xÙ + 1y = y) + 7x 


8.29 - 3x2 + 10xy + 8y” = 96 

3.30 -  19x2 + 28yˆ = 729 

-3.ð1 -  xy + 3z - 5y = -3 

3.32 -  x + y =xy 

3.33 -  x + y + 1 = xyz (nghiệm nguyên dương) 
3.34-  x?. 2y). 4z = 0 

8.35 -  yˆ = x) + 7 


3.36 - x2 +y?+z2=x2y2 
387- x”+ yŸ +z2= 2xyz 
3.38 - xˆ+ yŸ +22 +u2= ^2xyzu 
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9389 - x” + y? +z2 = „2 (nghiệm nguyên dương) 

3.40 - x2? +y2 + z2 + u^ 

3841. 8x? + 4y! + 2 = tí 

3.42 -  x(x + 1lÁXx + 7)Œ + 8) = y 

843. x2+ 6z 

8.44- z9 + ai +1=yt 

345. (@œ + 2°. x2 = yỶ 

8.46 - xi + xe“ +..+ xi” = 1699 

3.47 - Tìm điều kiện (cân và đủ) cho số b để phương trình 
x? - y? = &È 

có (ít nhất một) nghiệm nguyên. 

3.48 - Tìm điều kiện (cần và đủ) cho số *k để phương trình 


x?+y).-z2=k 


= tr (nghiệm nguyên dương) 


2 


có nghiệm nguyên. 
3.49 - Chứng mỉnh rằng phương trình 
x^- Dy? = 1 
có vô số nghiệm nếu D = m°ˆ + 1(m nguyên dương). 
3.ð0 - Cho phương trình 
x +(x + UỄ = vÃ. 
Chứng minh rằng nếu (Œọ, 7yạ) là một nghiệm nguyên dương 
của phương trình thì 
( 3xụ + 2yọ + 1; 4xg+ 3yo, + 2) 
cúng là một nghiệm của phương trình. Từ đó, hãy tìm ba nghiệm 
khác nhau của phương trình. 
3.ð1 - Cho phương trình 
x°+x-9yˆ° = 0 
Chứng minh rằng nếu (ŒQ;› yọ) là một nghiệm nguyên dương 
của phương trình thì 


( 8xg + 4yg + 1; 2xg + 3yg + 1) 
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cũng là một nghiệm. Hãy tìm ba nghiệm nguyên dương khác nhau 
của phương trình. 


3.52 - Tương tự bài 3.51, nếu cho phương trình 


x*+x+1=9®y 


và ta có nghiệm ( 7x0 + 12yo + 3; 4x0 + 7y0 + 2 ) từ nghiệm nguyên 
dương (z0; y0). 
3.53 - Tương tự bài 3.51, nếu cho phương trình 

x^- 2y^ =1 
và ta có nghiệm (3x + 4y0; 2x0 + 3yo) từ nghiệm nguyên dương 
(x0; 70). 
3.54 - Tìm nghiệm nguyên đương của phương trình: 


i1 1 1 1 l 
—~+——+—+— = Ì. 
xÃ v2 z2 w^ 


3.55 - Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình: 


a) T~+ ~+— = ®?. 


b) —+ —>+ —>+— = Ì. 


M [ịBmr K | 
|2 < | 
N |~ N | 


œ | — 


3.56 - Chứng minh rằng phương trình 
xỶn.. 
x y z 1991 

chỉ có một số hứu hạn nghiệm nguyên dương. 


3.57 - Tìm nghiệm nguyên của: 


1 1 1 
a) T + —~ =—”., 
x  y 14 
1 1 1 
b) —+ ~=_. 
X  yY z 


3.58 - Tìm nghiệm nguyên của phương trình 
_ 1l + 2l +...+ x! = v. 
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CHƯƠNG 4 


HỆ GHI SỐ NHỊ PHÂN 
ĐAI SỐ MỆNH ĐỀ VÀ MÁY TÍNH 


Một trò chơi : "đoán sổ 

Tôi ghỉ một số từ 1 đến lỗ, bạn không biết là số nào(tôi 
ghỉ. uào nuành giấy đây,gốấp lại để trước mỹt bạn ).Bạn thử hỏi 
tôi để biết được số đó là số nào Xin lưu ý rồng tôi sốn sàng 
trả lời: mọi câu hỏi của bạn,nhưng chỉ bằng một tiếng: "đúng" 
hoặc "sơi” mà thôi. 

Đương nhiên có thể đặt câu hỏi: 

-Đó là số 0 ? 
-Đó là số 1 ? 
-Đó là số 2 ? 
V.V... 

Rõ ràng đặt câu hỏi như vậy,bạn chỉ * câu may* thôi.May 
mắn lạ kì thì bạn hỏi mới có một câu đã biết ngay được số 
tôi đã ghi,nhưng không may thì bạn phải hỏi đến 16 câu. 

Có một cách đặt câu hỏi hợp 1í,"tiết kiệm" nhất,bảo đảm 
hỏi 4 câu thì rõ được số chưa biết. 

VW- Bạn phải xác định một số trong 16 sốta gọi "miền chưa 
biết” gồm 16 số Bạn phải hỏi một câu sao cho sau khi tôi 
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trả lời "đúng" hay "sai","miền chưa biết sẽ thu hẹp còn 
một nửa tức là chỉ còn 8 số.Muốn vậy,bạn có thể hỏi: 

Câu hỏi I:Đó là số > 8 ? 

Nếu" đúng" thì "miền chưa biết" chỉ còn 8 số,từ 8 đén 
15.Nếu"sai" thì "miền chưa biết" cũng chỉ là 8 số,từ 0 đén 7. 

Tiếp theo,bạn chia "miền chưa biết" mới thành hai nửa,mỗi 
nửa gồm 4 số,để đặt câu hỏi II sau câu hỏi II"miên chưa biết 
chỉ còn 4 số;tiếp tục như vậy sau câu hỏi III thì "miền chưa 
biết" chỉ còn 2 số,và sau câu hỏi I[V,miền chưa biết chỉ là một 
số. fŒ] 

Nếu tôi gbi số 11 thì các câu hỏi của bạn đã chia" miền 
chưa biết" ra như sau: 


01284566 7|3 9|10|11|12 18 14 18 
1 


Mà: 
` 








IH 


IV 


Có thể thấy rõ hơn qua sơ đồ sau(d là đáng,s là sai): 
[TI -Đó là số > 8 ?| 


đ 8 


[H -Đé là số z 12 ?| 
III -Đó là số > 10 ? 
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Việc đặt câu hỏi như vậy trong trò chơi trên đây dựa vào 
hệ ghỉ số nhị phân (cơ số 2),một hệ ghi số có ý nghĩa rất 
quan trọng trong lí thuyết và trong thực tế,với việc ra đời và 
phát triển của máy tính điện tử. 


m 1- Hệ ghi cơ số mười (thập phân) 


1.1 -Chúng ta đã quá quen thuộc với cách ghỉ số và đọc các 
gố đó.Thí dụ: số 2636 


được đọc là hai nghìn sóu trăn: bq ntươi sóu,có nghĩa là 
2 6 3 6G 


2102 6102 310 6 


2636 = 2.10” + 6.102 + 3.10 + 6 
Như vậy,trong cách ghi tmauột số có nhiều chữ số thì kể 
từ phải sang trái: 
- chứ số đầu tiên (hàng thứ IL ) có giá trị bằng chúnh nó, 
- chữ số thứ hai (hàng thứ haÙ có giá trị bằng nó hân với 10, 
- chữ số thứ ba — (hàng thứ ba) có giá trị bằng nó nhân uới 
100=10Š, 


seee%°®e©eS°s°se°e 


- Chứ số thứ k (hàng thứ ®) có giá trị bằng chính nó 
nhân uới 10%Ì1, 

Mỗi chữ số uờa có giá trị riêng của nó,uừa có giá trị theo 
U¿ trí của nó trong biểu diễn số Cách biểu diễn số như vậy 
là cách biểu diễn theo nguyên tắc uị trí. 

Ta so sánh với cách biểu diễn số la mã,trong đó mỗi chứ 
số đứng ở đâu cúng luôn có giá trị bằng chính nó. Thí dụ: 

[= ] 
II=1+1+1=<3 
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Trong khi đó: 111 = 1.102 + 1.10 + 1 
(chữ số 1 ở hàng thứ nhất từ phải sang trái bằng chính 
nó,nhưng chứ số 1 ở hàng thứ bai lại bằng nó nhân với 10,...) 


Một cách tổng quát,có thể chứng minh được rắng: 


Mọi số N #0 đều có thể uiết nột cách duy nhất dưới 
dạng tổng cóc luỹ thừa của 10,mỗi luỹ thừa có hệ số là số 
tự nhiên nhỏ hơn 10 (riêng a, # 0). 


N= aa 108 +a, ¡10A7 + ,.. + au. L0Ổ + ay, 1Ô + aọ 


và được kí hiệu là: 
N = a.8n_¡--:82 8) 80 

(gạch ngang trên đầu để phân biệt với tích của 
các số a„,8. t›...;8¿,8i,30). 

Ta dùng mười chứ số :0, 1, 2, ...,8,9 
để biểu diễn mọi số,jlấy các !uÿ thừa của 10 để xác định giá 
trị của chứ số theo vị trí của nó trong biểu diễn số. Đây là hệ 
ghỉ số theo cơ số 10, cũng thường gọi là hệ ghi số thập phân. 


Trong trường hợp N có ít chữ số,ta thường kí hiệu các 
chứ số của nó là œ, Ò, c, d hoặc #, ÿ, Z... 

Thí( dụ: Tìm số có ba chữ số, biết rằng khi Uiết thêm 1 uào 
bên phải số đó thì được một số gấp ba lần số có được bằng 
cách uiết thêm 2 uào bên trúi của số đó. 

v Số phải tìm có dạng dòc 

Thêm 1 vào bên phải của +, có số abcl 

Thêm 2 vào bên trái của x, có số 2œbc 

Theo đề bài, ta có: 

dbc1 = 3. 2abc 
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ø.10Ÿ+b.102+c.10+1=3(2.107+a.102+ð. 10 +e) 
Rút gọn,được: 
T00a + 70b + 7c = 5999 
100a + 10 + c = 857 
Mà 100a + 10b + c = qóc 
nên x = đbc = 857. 


Bài tập 


4.1 -Cân bao nhiêu chữ số để đánh số trang của một cuốn sách dày 
326 trang ? 

4.9 -Để đánh số trang một cuốn sách,phải dùng tất cả 824 chữ số Cuốn 
sách có bao nhiêu trang, ? 


4.3 -Tìm N = xyztbiết N = xz + 2yzt 


xyz 
4.4 -Tìm giá trị lớn nhất của 
x+ty +z 
4.5 -Cho biết 
M = đaa --- 8o = Đân - - - đo Ở. 


Tìm giá trị nhỏ nhất của M. 
4.6 -Tìm N = qòcđ, biết rằng d, cđ, ad và N đều là số chính phương. 
4.7 -Tìm một số có hai chứ số biết rằng: 
- tổng các chữ số của nó không nhỏ hơn 7, 
- tổng các bình phương của các chữ số của nó không lớn hơn 30, 
- hai lan số viết theo chiều ngược lại không lớn hơn số đã cho. 
4.8 -Tìm các số có hai chứ số,biết rằng số đó là bội của tích hai chữ 
SỐ Của nó. 
4.9 -Số P gồm có 6 chứ số,Chứng minh rằng P chia hết cho 7 khi và 
chỉ khi hiệu giữa số tạo bởi ba chứ số đầu và số tạo bởi ba chư số 
cuỗi của P chia hết cho 7. 
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4.10 -Tổng các chữ số của một số có ba chứ số chia hết cho 7.Chứng 
mỉnh rằng số ấy chia hết cho 7 khi và chỉ khi chữ số hàng đơn 
vị và chữ số hàng chục bằng nhau. 


4.11 -Chứng minh rằng M =a....ajdo chia hết cho 13 khi và 
chỉ khi 4ao + đ....0ị chia hết cho 13. 
4.12 -Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để số M = đ...-0180. 
chia hết cho 17 là 3ø ....adi + 2øq chia hết cho 17. 
4.19 -a)Tìm các chữ sốx¿y để cho số 1234xy chia hết cho 8 và cho.9, 
b) Tìm chữ số zx để số 2x78 chia hết cho 17. 


4.14 -Lấy một số có ba chứ số trừ đi tổng các chữ số của nó, rồi tiếp 
tục làm như vậy đối với số mới. 


Chứng minh rằng kết quả cuối cùng bằng 0. 
m2 - Hệ ghi cơ số g bất kì 
2.1 -Trong hệ ghi số quen thuộc (thập phân),ta dùng mười 


chữ số và lấy các luỹ thừa của mười để xác định giá trị theo 
vị trí của chứ số trong biểu diễn số. 
Bây giờ,nếu ta dùng không phải mười chứ số mà chỉ bảy 
chữ số 
0,1,2, 3,4,5, 6 
và lấy các /uÿ thừa của bảy để xác định giá trị theo vị trí của 
chứ số trong biểu diễn số,thì ta có hệ ghỉ theo cơ số bảy. 
Thí dụ, nếu biểu thức 
2.102 + 3.10 + 6 
được ghi là 236 ( cơ số mười) hay chỉ đơn giản là 236, 
thì biểu thức 
2.72 + 3.7 + 6 
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sẽ được ghi là 
236 ( cơ số bảy) hay là 236„ 


( số 7 viết nhỏ ở dưới là số trong hệ thập phân, chứ trong hệ 
cơ số bảy không có chứ số 7 ). 


Ta có: 
9/7 + 3.7 + 6= 98 + 2l + 6= 125 

Vì vậy 236; và 125 là hai cách biểu diễn khác nhau của 
cùng một số trong hai hệ ghi theo cơ số khác nhau. 

Tương tự, nếu ta chỉ dùng bốn chứ số 

0, 1, 2, 3 

và lấy các luỹ thừa của 4 để xác định giá trị theo vị trí của 
chứ số trong biểu diễn số ,thì ta có hệ ghỉ cơ số 4. 

Thí dụ , biểu thức: _ 

347 + 14 +2(=48 + 4+ 2 = B4) 

được kí hiệu là 312,. 
54 và 312, biểu diễn cùng một số,trong hai hệ ghi cơ số 
khác nhau: 
trong hệ thập phân, đó là 54 (đọc: năm mươi bốn); 
trong hệ ghi cơ số bốn, đó là 312 (đọc: ba một hơi,cơ số bốn). 

Số 10231, có giá trị như sau: 
1 0 2 h; 1 
142 047 242 34 1 
1.4° + 047 + 242 + 34+ 1 
256 +0 +32 + 12 + l1 = 901, 


Như vậy, 10231, và 301 biểu diễn cùng một số trong hai 
hệ ghi theo cơ số khác nhau: 


10231, 


lÍ 
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trong hệ cơ số 4,đó là 10231 ¿ (đọc:một không hai ba một,cơ 
số bốn) - 


trong hệ thập phân, đó là 301 (ba trăm lẻ một). 


2.2 -Một cách tổng quát,ta có: 


Định lí Với số tự nhiên g > 1 tuỳ ý cho trước thì mỗi số 
tự nhiên N # 0 đều biểu diễn được một cách duy nhất thành 
một tổng của những luỹ thừa của g,uới các hệ số là số tự nhiên 
nhỏ hơn 6. 


N — 


=1 
=a.g`+a _¡ổ +... +tayg +aig+ao 
trong đó Ö < aa _ †; --. 8u, 8), 8ụ < 8, 


riêng Ö<a, < Ø. 


V Chia N cho g,theo định lí về phép chia cơ dư, ta có cặp 
số duy nhất (M\; ag) sao cho: 


() N = M..g + aạy (0 Sa,<8 
Chia Mạ cho g,có cặp số duy nhất (M,; a\): 
Mị¡ = M,.g + a; (0 Sai <g) 


Thay vào (1),được: 
N 


(M.g+ai)g + ao 
= M, gˆ + ai g + Aạ 


Lại chia M, cho g,có cặp số duy nhất (M.;a,): 
M, = M..g + a, (0<a, < 8) 
Thay vào (2),được: 


N = (M¿ g + a,) gˆ + ai g + aọ 


— h2 
.= M.g +a, gˆ tai g +, 
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Tiếp tục như vậy,ta có: 
M >M.>M,>M, „_. 
và phải đến lúc có 0< M,_ < ø. Lấy M_, = a„; ta được 
đẳng thức phải chứng mìinh: 
N= a.gˆ+ai ¡ổn l+,,.+ayg +aig + sọ, 
Người ta biểu diễn số N dưới dạng: 
N= (đạn 8n _ 1 - - cây Bị Bọ )a: 
(có thể bỏ dấu ngoặc ở hai đầu).Đây là kí hiệu của số N 
trong hệ ghỉ cơ số ø. 
8a, 8. 1s.., 8o, ai, ao là các chứ số, mỗi chứ số là một số 
tự nhiên < g, riêng 0 < a, < 8. 
Riêng với g = 10, số N được kí hiệu là: 


N =a.a._¡..-8u 8) 8ạ, 


Cần ghi nhớ: 

Trong hệ cơ số g ,để biểu diễn một số N bất kì : 

- ta dùng gø chứ số: 

0, 1,2,..., gl 

- ta lấy các luỹ thừa của g để xác định giá trị của mỗi chứ 
số theo vị trí của nó trong N; kể từ phải sang trái: 

chữ số đầu tiên (hàng thứ nhất) có giá trị bằng chính nó, 

chứ số thứ hai (hàng thứ hai) có giá trị 

bằng nó nhân với Ø, 


=hứ số thứ ba (hàng thứ ba) có giá trị 
bằng nó nhân với g', 
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chứ số thứ k (hàng thứ k) có giá trị 
bằng nó nhân với g“1 


Thí dụ: 
N = (uUxyz)g 
Hàng Hàng Hàng Hàng Hàng 
thứ 5ð thứ 4 thứ 3 thứ 2 thư 1 
u V x Vy Z 


u.g' v.ø` xg y.g z 
N = u.ˆ + v.gẺ + xgˆ + yg + ¿z. 
Trường hợp øg = 2 (hệ cơ số 2 hay nhị phân) 
Ta chỉ dùng chứ số 0 và 1 để biểu diễn mọi số. 
N=1.2?+ 022+ 12+ 1 
8+ 0+ 2+ 1= lI 
được kí hiệu là 1011. ( đọc: một không một nột,cơ số hơi) 
Ta có 10112 = 11. 
Trường hợp ø = 3 (hệ cơ số 3 hay tam phân) 
Ta chỉ đùng ba chứ số là 0, 1, 2 để biểu diễn mọi số. 
Số 11 (hệ thập phân) có thể biểu diễn dưới dạng tổng các 
luỹ thừa của 3 như sau: 
11 = 1.37 + 0.3 + 2 


và được kí hiệu là 102. ( đọc: niột không hai,cơ số ba) 


Như vậy,ta có 
11 = 1011, = 102. 
nghĩa là cùng một số, được biểu diễn 
trong hệ thập phân là 11 
trong hệ nhị phân là 1011, 
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trong hệ tam phân là 102.. 
Trường hợp øg = 12 ( hệ cơ số 12) 
Để biểu diễn mọi số,ta dùng 12 chứ số. Ngoài 10 chứ số là 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ta phải chọn thêm hai kí hiệu nửa 
riêng cho 10 và 11.Người ta thường lây: 
A để ghi số 10 
B để ghi số 11. 
Như vậy, biểu thức 
10.122 + 11.12 + 7 
A B 7 
được kí hiệu là: AB7¡a ( đọc: A Ö bảdy,cơ số mười hai) 
Vì 10.122 + 11.12 + 7 = 1440 + 132 + 7 = 1579, 
nên ta có 
AB7s = 1679 
Với số 2B0A¡„, ta có: 
^ B 0 A 
212 B122 012 A 
2B0A¿¿ = 2.122 + 11.122 +0.12 + 10 
2.1728 + 11.144 +0 + 10 = 5050 
Hệ cơ số 12 hiện còn sử dụng ở một số nơi. Bạn ra 
chợ, thỉnh thoảng nghe những người mua bán trái cây, bấp, 
trứng,... hỏi nhau;"Chục mười hay chục mười hai?".Chục mười 
hai là một tá, mỗi tá gôm 12 đơn vị. 
Chú ý rằng trong hệ cơ số ø, 


số g được biểu diễn bởi 10z 
số g” được biểu diễn bởi 100g 
Tổng quát: số g" được biểu diễn bởi 10...0g (k chứ số 0) 
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Trong hệ cơ số 2 (nhị phân): 

2= 12+ 0= l0; 

4 = 92 = 1.22 + 02 + 0 = 100; 

8 = 93 = 1,2” + 0.22 + 0.2 + 0 = 10002 

16= 2= 12+ 023+ 0.2?2+ 02+ 0 =.100002 
Trong hệ cơ số 3: 


103 = 3 

1003 = 3ˆ = 9 

100004 = 3 = 81 
Trong hệ cơ số 12: 

1012 = 12 

10012 = 12Ê = 144 


92.3- Đổi một số được viết trong hệ cơ số này sang hệ 
cơ số khác 


q) Đổi một số trong hệ cơ số g tuỳ ý sang hệ thập phôn 

Trên đây,chúng ta đã nhiều lần thực hiện việc chuyển đổi 
nầy bằng cách viết số đã cho dưới dạng một tổng các luỹ 
thừa của cơ số g (viết trong hệ thập phân).Thí dụ: 
3214, = 3.6” + 262 + 1.5 + 4 = 975 + 50 + 5 + 4 = 434 

Ta có thể đổi theo cách khác, trong nhiều trường hợp là 
tiện lợi hơn, theo sơ đô sau đây (áp dụng cho số 3214a): 








3 
x õ 
15 + 2= 17 
x ỗõ 
85 + 1l = 686 





430 + 4 = 434 
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Có thể giải thích dễ dàng quy tắc sau đây : 

Quy tác- Muốn đổi một số từ hệ cơ số g tuỳ ý sang hệ thập 
phân, ta lấy chữ số đầu tiên ( từ trái sang phải) nhân uới g, rồi 
cộng kết quả uới chữ số thứ hai( từ trói sang phảU, lấy tổng 
này nhân uới ø, rồi cộng kết quả uới chữ số thứ bq,...tiếp tục 
như thế cho đến phép cộng uới chứ số cuôi cùng(từ trái sang 
phải) cho ta hết quả cần tìm. 

b) Đổi một số từ hệ thập phân sang hệ cơ số g khác 

Thí dụ 1- Viết số 427 trong hệ cơ số 8. 

Ta chia 427 cho 8 (dư 3), rồi chia thương tìm được 
cho 8 (dư ð),...như sau : 


427 h 
3| 53 h 
5]6 E— 

610 

Số phải tìm là 653,, nghĩa là 427 = 653,. 

Quy tắc- Muốn đổi một số N từ hệ thập phân sang hệ cơ 
số g (khác 10), ta chia số N cho g, rồi chia thương tìm được 
cho gø,.., cho đến khi có thương bằng 0. Các số dư có được, 
kể từ số dư cuối cùng trở lên số dư đầu tiên, là các chữ số từ 
trái sang phải của số phải tìm. 

Thí dụ 2- Viết số 26 

trong hệ nhị phân. ° . 


0 " 

1Ì6 |2 

h 

Vậy 26 = 11010.. : 
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2 
1 
Í 





2 
0 
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Quy tắc đổi trên đây dựa vào định 1í : 
Mọi sổ N đều có thể uiế!t dưới dạng 


N = a.Ø”...+aug +tạig+ao 
trong đó Sœ _.,..,d,0(,dạ <guà 0<qđ <g. 


Do đó,khi chia N cho g, ta được số dư là ao (đây là chứ 
số đầu tiên từ phải sang trái trong biểu diễn của N theo cơ số 
ø), và thương là: 


N;ạ= a, Ø0 “+... +ayg tay 
Chia Nị cho g, được số dư là ai; (chữ số thứ hai trong 
biểu diễn của N theo cơ số ø), v.v... 


c) Đổi nuột số uiết trong hệ cơ số a sang hệ sơ số b (œ b 
đồu z 10 ) 
Ta đôi số đã cho từ hệ cơ số a sang hệ thập phân, sau đó 
đổi số từ hệ thập phân sang hệ cơ số b. 
Thí dụ: viết số 3214; trong hệ cơ số 9. 
Thực hiện theo các quy tắc biến đổi ở trên,ta được: 
3214. = 434 
434 = 532 


9 
Vậy 3214, = 532, 


Bài tập 

4.15 -Viết các số sau đây dưới dạng tổng các luỹ thừa của cơ số: 
a) 6015. b) ð12„ c) 43012; 
d) 87650 e) 3A0511 ø) ABA1\¿ 


4.16 -Viết các số (theo cơ số g tương ứng) biểu diễn các tổng sau 
đây: 
a) 232 + 32 + 3+ l(g =3) 
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b) 22 + 2 + 2+ 1= 2) 
c) 7.95 + 3.9 + 4(g = 9) 
d) 11.18 + 10.13 + 10 (g = 13) 
4.17 a) Trong hệ cơ số nào, ta có: 
2+ 4= 10; 2+5= 
12 + l3 = 30; 2+ õ= 72? 
b) Tìm số lớn nhất: 
- có một chứ số trong hệ cơ số 8 
- có hai chữ số trong hệ cơ số 3 
- có ba chứ số trong hệ cơ số 2 
- có bốn chứ số trong hệ cơ số 5. 
Viết các số tìm được trong hệ thập phân. 
4.18 -Tìm các cơ số x, y biết rằng x, y s< 1l00à: 
a) 28. = 32, b) 1. = lỗ, 
4,19 -a) Tình BÁU tổng sau đây, ( viết kết quả theo cơ số lun ứng 
và theo cơ số mười): 
2+ 2a t2 3đ. t2 đốc + B1. 
b) Tìm các chứ số thiếu ở chỗ các dấu chấm trong phép cộng sau: 
23.5. 
1,642 
42423 


4.20- Một thầy giáo nói :"Lớp tôi có 100 học sinh, trong đó có 24 nam 
và 32 nữ ".Thây cộng không nhầm.Thế là thế nào ? 


4.21- Chứng minh rằng: 
a) 121 là số chính phương trong mọi hệ cơ số g > 2; 
b) 144 là số chính phương trong mọi hệ cơ số g > 4; 


c) 1311 là lập phương của một số tự nhiên trong mọi hệ cơ số 
ø > 3. 
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4.22 -a) Tìm dấu hiệu chia hất cho 2, cho 3 trong hệ cơ số 6; dấu 
hiệu chia hết cho 2, cho 3, cho 4, cho 6 trong hệ cơ số 12. So 
gánh với các dấu hiệu chia hết cho 2, cho ỗð trong hệ thập phân, 
có thể rút ra kết luận gì ? 


b) Tìm dấu hiệu chia hết cho g - 1 va g + 1 trong hệ cơ số g. 


4.23- a) Tìm cơ số của các hệ ghi số trong đó dấu hiệu chia hết của 
một số N cho số d là tổng các chữ số của N chia hết cho d. 


b) Trong các hệ cơ số nào thì các dấu hiệu chia hết cho 3 và 
cho 9 giữ nguyên dấu hiệu như trong hệ thập phân quen thuộc ? 
4.24- Chứng minh rằng trong bất kì hệ cơ số nào, các số 10101, 1010101 

cúng là hợp số. 


4.25- Tìm số có ba chứ số trong hệ thập phân, biết rằng số đó viết 
trong một hệ cơ số khác 10 thì bằng hai lần số đó viết trong hệ 
thập phân. i 


4.26- Viết các số sau đây sang số trong hệ thập phân: 
10110112, 21012¿, 4517g, 1328, ABis 
4.27 -Đổi các số sau đây sang số trong hệ cơ số 2, 3, 4, 5, 8: 
25, 87, 195, 478. 
4.28- Tìm x (số có nhiều chữ số), biết: 
1012 = (x)¿, 21014 = (x)¿ 
10110; = (x)¿, 102432; = (x)g 
4.29- Tìm g, biết: 
a) 231 = 3213., b) 2345, = 652, 


m3- Hệ nhị phân (cơ số 2) 

3.1- Hệ nhị phân có rất nhiều ứng dụng, do chỉ dùng hai kí 
hiệu 0 và 1, và việc tính toán với các số trong hệ này rất đơn 
giản . 

Trong hệ thập phân, để làm tính cộng và nhân, ta phải 
thuộc lòng nhiều bảng, nhất là các bảng nhân (nhân với 2, 
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nhân với 3,..., nhân với 9). Trong hệ nhị phân, chỉ cần có 
nội bảng cộng uà một bảng nhân vẻn vẹn mấy dòng như sau: 


0+ 0=0 0x0=0 
0+ 1=1 0x1=0 
l+ 0= lx0Q0=0 
lI + 1= 10 II x1=ẽl 
Bảng cộng Bảng nhân 


Các bảng này cũng thường được trình bày dưới dạng khác: 


+0 1 x|0 1 
010 1 0|0 0 
1 |1 10 110 1 
Bảng cộng Bảng nhân 


Như vậy, khí làm tính cộng và nhân, ta có thể thực hiện 
như trong hệ thập phân quen thuộc (nhưng đơn giản rất nhiều, 
vì luôn luôn chỉ có 0 và 1 !), chỉ lưu ý một điều duy nhất khi 
làm tính cộng: 

Trong hệ thập phân (cơ số mười): 

8 + 2 bằng mười, viết 0 nhớ 1 

Trong hệ nhị phân (cơ số bai): 

1 + 1 bằng hai, viết 0 nhớ 1. 

(nhớ 1 sang chứ số hàng thứ hai bên trái). 

Dễ dàng làm các phép tính cộng,trừ, nhân và chia các số 
trong hệ nhị phân, thí dụ: 


10011 101101 
+11001. - 10110 
101100 I01]11 
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10101 10110111 


< 1011 101 1111 

10101 100 

10101 11 
101010 ô 


————ễễ 


11100111 

Trong bài toán chia trên đây, ta có: 

- chia 101 cho 11, được 1, dư 10: 101 = 11.1 + 10 
- chia 100 cho 11, được 1, dư 1: 100 = II1.1 + I1. 


————— 


3.2 - Trở lại "trò chơi đoán số" ở đầu chương này. 
a) Giả sử ta quy ước: với các câu hỏi đã đặt ra ( x > 8 ? 
x > l2 ? v.v.. }, 
câu trả lời" đúng" được kí hiệu là 1 
câu trả lời "sai" được kí hiệu là 0. 
Thế thì sau khi hỏi 4 câu, ta được một dãy 4 chữ số 0 hay 


1 biểu diễn số phải tìm trong hệ nhị phân. Thí dụ nếu tôi đã 
ghỉ số l1 thì các câu trả lời kế tiếp nhau phải là 
đúng sai —” đúng đúng 
tức là 1 0 1 1 
Đây là kí hiệu của số 11 trong hệ nhị phân: 
1011, = 12” + 12+ 1= 11. 
Có thể giải thích như sau: 
Chú ý rằng x < 16 và: 
8 = 9310 = 93+ 2,12 = 2) + 22 
ta có: 


1) Hỏi: "x z 8 ?*".Trả lời: đúng 
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>=x > 2Ì> x =12”+y(y< 9 
2) Hỏi: "x > 12 ?".Trả lời: sai 

>x< 12zx= 12 + 022 + z (z<2?) 
3) Hỏi "x z 10 ?".Trả lời : đúng 

=x>2Ì+2ex =127+022+ 12+t 

(t < 2) 

4) Hỏi: "x > 11 ?". Trả lời: đúng 

>x=1lzx=122+ 022+ 12+ 1= 1011, 

Tương tự như vậy với mọi x từ 0 đến 15. 

b) Thay vì đặt câu hỏi x > 8 ?,x > 12 ?,v.v..,ta có thể 
đặt câu hồi khác một chút, dựa vào qui tắc đổi một số từ hệ 
thập phân sang hệ nhị phân: 

Câu hỏi 1: Bạn hãy chia x cho 2. 

Số dư là 1, đúng không ? -Đúng: 1 
-Sai: 0 
Câu hỏi 2: Bạn hãy chia thương vừa tìm 
được cho 2Số dư là 1, đúng không ? -Đúng: 1 


-Sai: 0 
Câu hỏi 3: Bạn hãy chia thương vừa tìm 
được (sau câu hỏi 2) cho 2.Số dư là 1, 
đúng không ? - -Đúng: Ì 
-Sali: 0 
Câu hỏi 4: Bạn hãy chia thương vừa tìm 
được (sau câu hỏi 3) cho 2.Số dư là 1, . _ 
đúng không ? ~ -Đúng: Ì 
-Đai: 0 
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Hỏi 4 câu thì dừng lại.Các kết quả (0 hay 1) từ câu hỏi 4 
lên câu hỏi 1 là các chứ số liên tiếp (từ trái sang phải) của số 
xviết trong hệ nhị phân.Nếu kết quả các câu trả lời như sau: 

câu hỏi 1 cho Ì 
câu hỏi 2 cho 1 
câu hỏi 3 cho 0 
câu hỏi 4 cho Í 
thì số cân biết là 
x= 1011, = 12” + 02” + 12+ 1= 11, 


3.3 - Do việc làm tính cộng và nhân các số trong hệ nhị 
phân rất đơn giản, ta có thể đổi một số từ hệ cơ số g bất kì 
sang hệ nhị phân bằng cách: 


- Viết số đã cho dưới dạng lũy thừa của g (trong hệ thập 
phân); 

- Đổi tất cả các hệ số và cơ số g sang hệ nhị phân ( trừ 
các số mũ trong lũy thừa của g thì vẫn giử trong hệ thập 
phân); 

- Thực hiện (trong hệ nhị phân) các phép tính trong 
biểu thức có được; kết quả cuối cùng là kí hiệu cuả số đã cho 
trong hệ nhị phân. 

Thí dụ 1. Viết số 221: trong hệ nhị phân. 


Ta có: 221, = 232 + 23 +1 
Mà 2 = 10; và 3 = 11, 
nên 2214 = 10,112 + 10,11, + 1 


Ta tính được: 
_ 1122 = 112.11, = 1001, 
Vì vậy: 
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221; 


10,.10012 + 10/.112 + 1 

10010, + 110, + 1 = 11001.. 

Thí dụ 9. Đổi số 541 ra số trong hệ nhị phân. 

ð41 = 5.102 + 4.10 + 1, 

Mà õ = 101, 4= 100, 10 = 1010, 

nên — õ4l = 101,.1010,2 + 100,.1010;, + 1 
10102 = 1010. 1010 = 1100100 

Vậy õ41 = 1012.1100100; + 100,/.1010, + 1 

111110100, + 101000, + 1 

1000011101,. 


l 


ÚÍ 


3.4 - Hệ cơ số 8 và hệ cơ số 16 (hexa) 

Hệ nhị phân có bất tiện là các số viết trong hệ này 
phải dùng quá nhiều chữ số và rất khó đọc. Vì vậy, trong ứng 
dụng thực tế, người ta hay dùng hệ cơ số 8 uà hệ cơ số 16. 

Việc đổi một số từ hệ cơ số 2 sang các hệ cơ số 4 = 3Ỷ, 
cơ số 3 = 23, cơ số 16 = 9Ý và ngược lại, là một vấn đề rất 
đơn giản. 

Từ hệ cơ số 2 sang hệ cơ số 4 

Thí dụ: đổi số 10110, thành số trong hệ cơ số 4. Ta 
tách 10110, thành từng nhóm gồm hai chử số (kể từ phải 
sang trái, nhóm sau cùng có thể chỉ có một chữ số) rồi đổi 
như sau: 

Số trong hệ cơ số 2: 1 01 10 

Số trong hệ cơ số 4: 1 | 2 

Vậy 10110, = 112, 
Ngược lại, đổi 2103, sang số trong hệ nhị phân: 
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Số trong hệ cơ số 4: 2 1 0 3 
Số trong hệ cơ số 2: 10 01 00 11 
Vậy 2103, = 10010011, 
Chú ý rằng phải viết 1 = 01, 0 = 00 (gồm hai chứ số). 
Ta có thể chứng minh quy tắc chuyển đổi trên đây như 


sau. Để đơn giản, ta lấy một số có 6 chứ số trong hệ nhị phân 

(abcdeg)a: 
(abcdeg)s a25 +b.2'2+c27+ d22+e2+g 

(2a + b).2Ÿ + (2c + d).22 + (2e + g) 


=m.4ˆ +n4+p 


lÌ 


Các số m = 2a + b,n = 2c + d,p = 2e + g (đều < 4) 
chính là các số nhị phân gồm hai chữ số viết sang hệ cơ số 
4, và đẳng thức trên đây cho ta 

(abcdeg)2 = (ntnp)4 

Có thể mở rộng dễ dàng phép chứng minh trên đây cho số 
bất kì, và cho các quy tắc đổi một số từ hệ nhị phân sang hệ 
cơ số 8 và hệ cơ số J6 như dưới đây: 

Từ hệ cơ số 2 sang hệ cơ số 8 

Ta tách các chứ số của số viết trong hệ cơ số 2 thành từng 
nhóm gồm 3 chữ số, kể từ phải sang trái (nhóm sau cùng có 
thể không đú 3 chữ số). 


Số trong hệ cơ số 2: 10 0II 001 
Số trong hệ cơ số 8: 2 3 l 
Vậy 10011001, = 231; 
Số trong hệ cơ số 8: 1 7 3 2 
Số trong hệ cơ số 2: 1 111 011 010 


Vậy 1732, = 1111011010, 
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Chú ý: viết 2 = 010,, gồm ba chứ sối. 

Từ hệ c2 số 2 sang hệ cơ số 16 

Đối với hệ cơ số 16, ta phải dùng 16 chứ số. Ngoài 10 chứ 
số từ 0 đến 9, người ta thường dùng A(10), B(11), C(12), D(13), 
B(4) và F(15). Thí dụ: 

AD2Is = 10.16” + 13.16 + 2 

Hệ cơ số 16 thường được gọi là hệ hexza và ghỉ chữ h ở 
cuối của số, thí dụ AD2h. 

Việc đổi một số từ hệ cơ số 2 sang hệ hexa được thực 
hiện rất đơn giản như sau: 


Số trong hệ cơ số 2: 101 0011 1011 
Số trong hệ hexa: 5 3 B 
Vậy 10100111011, = 55B;¿ (= 53Bh) 
Số trong hệ hexa: C 2 õ E 
. Đố trong hệ cơ số 2: 1100 0010 0101 1110 


Vậy C25Eh = 1100001001011110. 

Ngoài hệ cơ số 8 hay hệ hexa, người ta cũng dùng hệ thập 
phân với các chữ số được mã hóa nhị phân, có khi được 
gọi là dạng nhị-thập phân và kí hiệu là (abcd); tạ. 

Thí dụ: 

Số trong hệ thập phân: 8 ỏ 4 

1000 0011 0100 

Số 834 được viết dưới dạng nhị-thập phân là 

(1000 0011 0100)2.10 

(Chú ý rằng đây không phải là kí hiệu của số 834 trong hệ 

nhị phân) 


Bài tập 
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4.30 - Đổi các số sau đây ra số trong hệ nhị phân: 
17 76 463 1203 11555 


4.31 - Đổi các số sau đây (trong hệ nhị phân) ra số trong hệ thập 
phân, hệ cơ số 4 và hệ cơ số 8; 


10110 110101010 101011000110 
4.32 - Đối các số sau đây ra số trong hệ hexa: 
a) 35 298 162065 
b) cơ số 2: 10110 110101010 10101100011 
4.33 - Đối các số sau đây ra số trong hệ nhị phân và hệ thập phân: 
D5h 9A2Bh 
7BFð2CEh 2A01BFS59h 
4.34 - Cho M = 1011 N = 11001 
P 100110 Q 1000010011 
Tính các biểu thức sau đây rồi kiểm tra lại kết quả 
trong hệ thập phân: 


M+N, N-M+P, M.N, Q/M, Q-MN. 
4.35 - Viết các số sau đây dưới dạng nhị-thập phân 
47 506 2119 


4.36 - a) Trong "trò chơi đoán số" (xem đâu chương), nếu ghỉ một 
số từ 0 đến 14 (một trong lỗ số) thì có thể đặt câu hỏi như thế 
nào? Nếu đặt câu hỏi theo cách chia đôi"miên chưa biết” thì dãy 
các chứ số 0,1 thu được có biểu diễn số chưa biết trong hệ nhị 
phân không? 

b) Cùng trong "trò chơi đoán số" giả sử được ghi một số từ 0O 
đến 1000; lúc đó, có thể hỏi không quá mấy câu thì biết được số 
phải tìm? 

4.37 - Trò chơi bốc diêm 


Trò chơi này được gọi là đrò chơi Nim, đã được người Trung Quốc 
biết tới từ thời cổ xưa, "trò chơi với ba đống đá". Nay ta thay bằng 
"ba đống que diêm". - Trò chơi bốc diêm 
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Trước mặt hai bạn có ba đống que diêm, một đống có a = 3 
que, một đống có b = 5 que và một đống có c = 7 que. Mỗi người thay 
phiên nhau bốc một que (tùy ý), nhưng mỗi lần đến lượt mình thì 
chỉ được bốc ở một đống thôi. Người nào bốc được que cuối cùng thì 
thắng. 

Nếu biết cách chơi thì người đi trước chắc chấn thắng. 

Hai bạn thử chơi với nhau và giải thích giùm. Nếu ba đống chứa 
3,5,6 que thì sao? Tổng quát: với a,b,e bất kì thì sao? 
m4. - Đại số mệnh đề với hệ nhị phân và máy tính 


Năm 1854, khi nhà toán học Anh G.Booie (Bun, 
1815-1864) cho ra đời cuốn sách "Các quy luật của tư duy" (còn 
được gọi là "đại số học của logic") thì không ai có thể nghĩ 
rằng một trăn năm sau, đại số Boole lại được phát triển rất 
mạnh mế và trở thành cơ sở lí thuyết của nhiều ngành kĩ 
thuật tính toán hiện đại. 

Chúng ta hấy làm quen với phần mở đầu đơn giản của 
đại số Boole là đợi số mệnh đề, và tìn hiểu mối liên hệ sâu 
xa với hệ ghi số nhị phân và máy tính. 


4.1 - Đại số mệnh đè 


Trong số học và đại số học, chúng ta làm các phép toán 
cộng và nhân trên các số. Mỗi phép toán cho ta một quy (ắc 
để từ hai số cho trước ta có được một số thứ ba, gọi là kết 
quả của phép toán (tổng hoặc tích); quy tắc đó có thể cho 
bằng một bảng khi ta chỉ xét các số nhỏ hơn một số cho 
trước(thí dụ bảng nhân các số dưới 10). Các phép biến đổi 
đồng nhất trên các biểu thức đại số được thực hiện nhờ các 
tính chất cơ bản của phép cộng và phép nhân, như tính chất 
giao hoón, kết hợp, tính chất phân phối của phép nhân đổi uới 
phép cộng. 
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Bây giờ chúng ta hãy xét một tập hợp gồm các mệnh đề. 
Mệnh đề là một câu (viết hay nói) phản ánh một điều đúng 
hay sai. 

Thí dụ về mệnh đề đúng : 

- Quả đất quay quanh mặt trời. 
- Tam giác ABC có một góc nhọn. 

Thí dụ về mệnh đề sai: 

- Mèo luôn đẻ ra trứng. 
- 2 lớn hơn 3 (2 > 3). 
Nhứng câu sau đây không phải là mệnh đề (vì không thể 
nói là đúng hay sai được): 
- Mèo có đẻ ra trứng không? 
- Bạn hãy vẽ cho tôi một đường tròn! 
- x + 1= 2 (Œ&x cộng Ì bằng 2). 
Ta sẽ chỉ mệnh đê bằng các chứ P,Q,R... 
Nếu mệnh đề P là đúng thì ta nói: 
P có trị ở, kí hiệu P = đ hay P = Ì. 
Nếu mệnh đề P là sai thì ta nói: 
P có trị s, kí hiệu P = s hay ÐP = 0. 
Mỗi mệnh đồ có một Uuà chỉ một trong hơi trị: đ(1) hoặc 


s(0). Người ta cũng gọi 4d), s(0) là trị chân lí hay chân (trị 
của mệnh đề. 


Từ một hay nhiều mệnh đề, ta có thể lập những mệnh đề 
mới, bằng cách sử dụng các /iên từ, biểu thị các phép logic 
(tương tự các phép toán trong đại số học). Sau đây ta xét ba 
phép logie cơ bản là: phép phủ định, phép bội uà phép tuyển. 

Phép phủ định 
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Với mọi mệnh đề P, ta có thể lập mệnh đề "không phải 
P'kí hiệu là P (hay P, P) và có mệnh đề phú định của P. 
Nếu P đúng (1) thì P sai (0) 
Nếu P sai (0) thì P đúng (1) 
Thí dụ: 
P: 5 > ö (đúng) 
Pị Không phải B5 > 3 (sai) 
P: tam giác ABC có hai góc vuông (sai) 
P: không phải tam giác AB có hai góc vuông (đúng) 
( Tam giác ABC không có hai góc vuông). 
Định nghĩa trên đây của phép phủ định được ghi trong một 
bảng, gọi là bảng phú định. 


—- 


_P?ỊP 
0 l1 
1 10 


Bảng phú định 
Phép hội 
Cho hai mệnh đề: 
P: Số ø lớn hơn 2 ( xz > 2) 
Q: Số zø nhỏ hơn 4( z < 4) 
Ta có thể dùng từ nối "và" để ghép hai mệnh đề này lại, 
và được mệnh đề mới: 


Số øz > 2 và số 7 < 4. 
P và Q 
Kí hiệu: P A Q 
hay P & Q 


124 https://tieulun.hopto.org 


(đọc là: P và Q, hội của P,Q) 
Dấu A (&) được gọi là dấu hội hay phép hội. 
Mệnh đề P A Q có trị được xác định như sau: 
PA Q đúng khi uà chỉ khi cả P lẫn Q đều đúng. 
PAQ=.l e P= Q =1 
đản 


Trong thí dụ trên, P đúng (z > 2 là đúng), Q cũng đúng 
(z < 4 là đúng) nên P A Q đúng (xz > 2 và z < 4, tức 
2 < #z# < 4 là đúng). 


Nếu một trong hai mệnh đề P,Q là sai (hoặc cả p lẫn Q 
đều sai) thì P A Q là sai. Thí dụ: 


Số zø > 2 và số # < 3(2 < øã < 8) 
PAQ 
là sai, vì Q là sai (œz < 3 là sai). 


Định nghĩa của phép hội thường được ghỉ bằng một bảng, 
gọi là bảng hội. 





PP Q9 PAQ 
0 0 0 
0 1 0 
1 0 0 
l 1 l 
Bảng hội 


Phép tuyển 
Từ hai mệnh đề: 
P: Số øz lớn hơn 3 
Q: Số ø nhỏ hơn 2 
Ta có thể lập mệnh đề mới: 
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Số Zz lớn hơn 3 hoặc số 7ø nhỏ hơn 2 
P hoặc Q 
Kí hiệu: P V Q 
(đọc là: P hoặc Q, P hay là Q, tuyển của P uà Q) 
Dấu V được gọi là dấu tuyển hay phép tuyển. 
Mệnh đề P VỀ Q có trị được xác định như sau: 
P v Q đúng khi và chỉ khi ít nhất một trong hai mệnh đề 
P,Q là đúng. 
Nói cách khác: 
P Vv Q sai khi và chỉ khi cả P lẫn Q đều sai 
PVvVQ=0 e P=@Q=0 
_ ân 
Định nghĩa của phép tuyển có thể được cho bằng một 
bảng, gọi là bảng tuyển. 
P 


—— 


Pvq 





mm CC C© 
= em cle 


mƒỶỸC ĐP— k⁄⁄ủô CC 


Bảng tuyển 
Thí dụ: 
1) "x > 3 hoặc z < 2" 
là đúng vì z > 3 đúng. 
2) "x > 2 hoặc Z7 < 4" 
là đúng vì z > 2 đúng. 
3) "z < 2 hoặc 7ø > 4" 
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là sai vì cả "z < 2" lẫn "z > 4" đều sai. 

Tinh chất của các phép hội và tuyển 

Dựa vào bảng hội, ta thấy rằng: hai mệnh đề P A và 
Q A P luôn luôn có cùng một trị, dù P, Q lấy trị gì. Người 
ta nói rằng P A Q tương đương với Q A P và viết: 

PA Q=@AP 

Tương tự: P V Q=@Qv P 

nghĩa là cóc phép hội uà tuyển có tính chất giao hoán. 

Dựa vào các bảng hội và tuyển, ta cũng chứng mìỉnh được 
rằng: phép hội uà phép tuyển cũng có tính chất kết hợp; phép 
hội có tính phân phối đối uới phép tuyển. 

1 là phần tử trung hòa của phép hội: 

PA 1=ÍiA P=P 
0 là phần tử trung hòa của phép tuyển: 
PV O0 =0Vv P=P 

Do các tính chất đó, ta có thể thực hiện các phép biến 
đổi tương đương trên các công thức, thành lập được từ các 
mệnh đề P,Q,R... nhờ các phép hội, tuyển và phủ định, tương 
tự như các phép biến đổi đồng nhất trong đại số, coi phép 
hội(A ) như phép nhân (do đó thường viết P.Q hay PQ thay cho 
PA Q), coi phép tuyển ( V ) như phép cộng. _ 

( Chú ý rằng phép tuyển cũng có tính phân phối đối với 
phép hội, do đó trong các phép biến đổi tương đương cứng có 
thể coi phép tuyển (V) là phép nhân, phép hội ( A ) là phép 
cộng). | 

Ta còn có: 

0 
1 


^ 


PAP= 
PVv P= 
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Tập hợp các mệnh đề, với các phép hội, tuyển, phủ định, 
_có các tính chất cơ bản trên đây, được gọi là đợi số mệnh đề. 
Chú ý: Do tiếng Anh được sử dụng rộng rãi trong tín học, 
nên người ta thường nói: | 
- Mệnh đề có hai trị là t Œrue, nghĩa là đúng) và £_ aise 
nghĩa là sqdù). 
Phép hội là phép and (nghĩa là 0à). 
Phép tuyển là phép or (nghĩa là hoặc). 
Phép phủ định là phép no(nghia là không). 


4.2 . Sơ lược về một ứng dụng vào máy tính điện tử 


Đối với máy tính điện tử, mọi thông tin đều được biểu 
diễn dưới dạng mã số nhị phân, và trong kĩ thuật xử lí số liệu 
với mã số đó, đại số mệnh đề giữ vai trò rất quan trọng. 

Ta sẽ tìm hiểu xem phép tính cộng hai số được thực biện 
như thế nào. 

Muốn vậy, ta chú ý đến các phần tê logic cơ bản trong mấy 
tính. Đó là những chỉ tiết (các mạch tổ hợp) có một hoặc 
nhiều đầu uào Ð, Q, R...(mang tín hiệu vào) nhưng chỉ có một 
đầu ra F` (nang tín biệu ra) (h.l) 

Hình 1 
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Ta sẽ viết: 
P 
P 


\ 


1 khi P có tín hiệu. 
0 khi P không có tín hiệu. 


Tương ứng với ba phép toán logic: hội, tuyển và phủ định, 


ta có ba phần tử logic cơ bản: 

Phần tử và (and) thực hiện 
phép hội (h. 2) : nó phút tín 
hiệu ra (F = 1) khi uà ch khỉ ở 
tất cả các đầu uào đều có tín 
hiệu uào (P = Q = 1). 

Phần. tử hoặc (or) thực hiện 
phép tuyển (h. 3): nó phát tín 
hiệu ra (F = 1) khi và chỉ khi có 
tín hiệu vào ở ít nhất một đầu 
vào (P = 1 hoặc Q = 1) 

Phần tử không (no) thực 
hiện phép phủ định (h. 4) : chỉ 
có một đầu vào (P) và khi có tín 
hiệu vào (P = 1) thì nó không 
cho tín hiệu ra (P = 0) và ngược 
lại, khi không có tín hiệu vào 


(ŒP= 0) thì nó phát tín hiệu ra - 


(F = l1). 

Có thể lắp ghép các phần tử 
logic cơ bản trên đây để được 
những mạch phức tạp hơn, lúc đó 
F cho ta công thức phức tạp 
hơn của P,Q. Các hình ð, 6, 7, 
8 cho một số thí dụ. 


Hình 2 





Hình 93 





Hình 4 
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F=P&Q F=PvQ 
Hình 7 Hinh 8 


Để xây dựng một mạch thực hiện phép cộng hai số có 
một chữ số trong hệ nhị phân, ta chú ý rằng tổng P + 
(trong đó P,Q là 0 hay 1) cho kết quả như sau: 


0+ 0= 00 
0+ L=01 
1+0 = 01 
1+ 1= 10 


Gọi chữ số đầu tiên (từ phải sang trái) của tổng là F\, 
chứ số thứ hai là F,, ta có bảng sau đây: 


130 
https://tieulun.hopto.org 





_ ] ] 
Đối chiếu với bảng các phép logic cơ bản trong đại số mệnh 
đồ, ta có: 


F¿= P.Q Œ và Q) 
Fạ=P.QvPQ 
Hình 9 cho ta sơ đồ của E¿ và hình 10 cho ta sơ đô của 
tổng P + Q (hình 11 cho sơ đồ tính tổng P + Q trong trường 
hợp P = Q = l). 





Hc 
https://tieulun.hopto.org 


PHỤ LỤC 
LIÊN PHÂN SỐ 


Liên phân số là một vấn đề rất hay của Số học, nhưng do 
khuôn khổ của cuốn sách này, chúng tôi chỉ giới thiệu một vài 
điều đơn giản nhất để sáng tỏ quy tấc đã nói ở chương III 
về giải phương trình Diophante bậc nhất (và phương trình 
đồng dư bậc nhất ở chương Ì). | 

1 - Lấy hai số tự nhiên tùy ý, chẳắng hạn 162 và 47. Ap 
dụng (huột toán Euciide để tìm ƯCLN của chúng, ta có: 


162 = 4¡/.3 + 921 
47 = 212 +5 
21 = Bð.4 + Ì 


Như vậy: (162, 47) = 1 
Bây giờ, ta viết các đẳng thức trên đây dưới đạng phân số: 


. (a) 
47 47 

AT 5 
TT () 
21 1 

HT + (c) 


(a) có thể viết: 
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162_ „1 











=3+— 
47 47 
21 
4ï 
Thay —— theo (Œb), dược: 
21 
162 \ 
——=3+ =3+ 
47 5 1 
2+ — 2+— 
21 21 
5 
21 
Thay 5 theo (c), dược: 
`. + —. (d) 
41 - 1 
2+ 
1 
4+~— 


5 
Biểu thức ở vế phải của (d) được gọi là một !iên phân số 
( bậc 3 ). 
: 125 
Tương tự như vậy, ta viết được BÀ dưới dạng liên phân 


số ( bậc 4 )như sau: 





ì 
l+= 
2 


Một cách tổng quói, có thể chứng minh rằng: 
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Mọi số hữu tỉ đều biểu diễn được một cách duy nhất dưới 
dạng một liên phân số bộc n: 
a 1 
— — + 
b I 
q;†+—— ———— 
¬¬ 
q2 có 1 
+ —— 
qn 
trong đó qạ nguyên, q› Qu;.., q_ nguyên dương và q_ > 1. 
Sau đây ta xét trường hợp a > b> 0,lúc đó qọ cũng 
nguyên dương. 
Liên phân số trên đây được kí hiệu là 


[ Qo; QỊ; Q2;:--; qnÌ (1) 


Thí dụ: 
162 | 
——=[;2, 4, 5 ] 
47 
=. [2; 3, 5, 1, 2 ] 
5A ) “dạ Ms, 4p 


2 - Ta gọi giản phân bậc m (0 <S m < n ) của liên phân 


: : P 
số (1) là phân số dụ = — được xác định như sau: 
Qìm 
Giản phân bậc 0: 


Pọ 
đọ =—— với Pọ = dọ và Qọ=l 
0 


Giản phân bộc 1: 


dị =—-— với Pq = qịqọ + Ì 
l 
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Giản phân bộc nì (m = 2, ở,..n) 





Pạm 
dm = Quà với Pm = qdmPm.+† Pm.2 
m 
Qm -= qm„-1 + Qm.9 
Ta thấy rằng: 
T Pạ dqo 
0 an¬ # , q0 
Qọẹ 1 
Pị qiqo†Ì 1 
dị =—=—— =qụ + — =[qo; gì] 
Qì q1 q1 
ì Pa qạPịạ+Poe  q2(q¡qọ + 1) + qọ 
ˆQs qsQ¡+Qo qaq¡ +1 
q2 F ] 
= qụ + ————_ = q 
q2q¡ +1 1 
qị 
q2 
= Í qụ; qụ, qal 


Tổng quát, có thể chứng minh được rằng: 

đạm = Íqo qịỊụ  Q»,..,1mlÌ với Ô < m Sn 
và giản phân cuối cùng d, là 

dạ = Íqụu; qị, q2,-.2qn] 
Thí dụ: 


[3; 2, 4, 5] = 3+ 
2+ 


| 





] 
4+ 
G 


có giản phân bậc 0 là dụ = 3 
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__ 
—_ 


t2| — 
2 |~1 


giản phân bậc I1 là dị = [3; 2] = 3 + 





giản phân bộc 2 là dạ = [ 3; 2, 4] = 3 + 


31 
9 


1 
2+~— 
4 


giản phân bậc 3 là dạ = [ 3; 2, 4, 5] 
] 162 
( giản phân cuối cùng ) = 3 pH TÊN 
2+ 





TT 
5 


3 - Ta chứng minh hệ thúc rốt quan trọng sau đây: 
Pm.1iQm - PmQm.i = (- 1)” (2) 
V Đặt Pm-iQm - PmQml = Dm (1z: <n) 


Theo công thức của P„ụạ và Q trong định nghĩa của 
giản phân bậc m, ta viết được: 


Dm = Pm+ Qm - Pm m1 
= —(Pm.2 Qm.2~ Pm-1 Qm.2) 


Dm = -Dm_ 
Mà Dị = PoQI- PiQo = qiq0- (qiqo + 1) =-l 
Do đó Da  = —DỊ = 1, Dạ = —-Da =-1, Dạ = ~Da = 1. 


Tổng quát là D„ = (—1)”. Ø 


Từ hệ thức (2) suy ra được rằng mọi ước chung của 
Pm và Q„ phải là ước của 1, nghĩa là P„ và Q„ nguyên tố 
cùng nhau, và mọi giản phân đều là những phôên số tối giản. 
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a 
Do đó, nếu ï là phân số tối giản (ab nguyên tố cùng 


bu 
nhau), và s là giản phân cuối cùng biểu diễn nó, thì: 
n 


Pạ = a và Qạ = b. 
4 - Ấp dụng 
4.1- Giải phương trình Diophante bậc nhất hai Ấn 


Cho phương trình 
ax +by =1, với (a,b) = 1 và b > 9. 


a 
Biểu diễn ï thành liên phân số, được: 





8 
BC L0 41 › đ2; - - - › đa Ì 
k4 9 En~1 Pn 4 ..%*® + k4 e 
Giả sử và —— là hai giản phân cuối cùng của liên 
n1 n 
phân số này. Vì (a,b) = 1 và b > 0, nên có Pạ = a và Qạ =b 
Theo (2) thì 
Pn.1Qn ~ PnQn-) = (_— 1)P 
do đó P,b~a Qv¡ = CC 
hay là a(~=1)Qa-¡ + bPại = CD? 


Nhân hai vế với (- 1)”, được: 
a.(~ UP Qa + bCU)PPạ.¡ = 1 
tức là ax + by = Ì 
có một nghiệm riêng là: 
(3) xọ = 1®*'Qạa 
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yọ = (—1)°Pạ¡ 
Tht dụ: Giải phương trình 
40x + 3ly = Ì] 
Ta có (40, 31 ) | 
Dùng thuật toán Euclide, ta được: 
40 = 31.1+9 


lÍ 


II 


i =9.3+.4 
9=4.2+1 
Do đó 
cÍỉ 3, 2, 4 ] 
31 
Đây là một /iên phân số bệc 3: [ qọ; dạ da; qa]. Hai 
giản phân cuối công là ` và =3 s. 
Q¿  Q;y 3l 
ví: t1 
Q› x~ ( 
tức là Pạ = 9, Qa= 7. 


Ap dụng công thức (3) với n = 3, n~- l = 2, ta có một 
nghiệm riêng của phương trình là: 


xọ = (1). 7 = 7 

yọ = (U”.9 =~—9 
Từ đó , có công thức của nghiệm tổng quát là: 
7 + đÌt 
-9 -40t, tC Z 


>4 


7 
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4.2 - Giải phương trình đồng dư bậc nhất 
Giai phương trình 
ax =b (mod m) 
với (a,m) = Ì 


m 
Có thể giả thiết l1 < a < m. Ta khai triển — thành liên 
a 


phân số: 


_ỲNG, lc 
3 cm" q0; QI1;..-; dn - Qa 


m = Pạ và a = Q. 
Theo (2) có 

a Pạai- m Qa¡= (-1)” 

a Pa # (—1)° (mod m) 
Nhân hai vế với (—1)°. b, được: 

a [—1)”"b Pnaq] = b (mod m) 


Vậy phương trình có nghiệm là 
x = (-1}Pb Pa-I (mod m) 
Thí dụ: Giải phương trình 
7x # 3 (mod 27) 








m = 2/, a = 7, ( 27, 7) = Ì. 
9271= 1.3 + 6 
T=61+1 

Vy 2 =(3/161=-Tn=2 
ỉ Qn 
ST. =[ 311 =`SP..=4 
Qn— 1 ph 

Do đó 


= (-1)°b Paip=3.4= 12 (mod 27) 


*%X  = 
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ð - Liên phân số có nhiều ứng dụng khác nữa; sau đây là một 
vài thí dụ: 


Người ta chứng minh được rằng: mọi số vô tỉ, nếu là 
căn bậc hai của các số không chính phương thì có thể biểu 
diễn dưới dạng !iên phân số uô hạn tuần hoàn, chẳng hạn: 


1 
V3=1+ =[l¿1,2,1,9,..] 
1 
1+ 
2+ 


+ 


-—. 
2+... 
Người ta kí hiệu: 
v3 = ([ 1; 1,2 ] 
Tương tự: V2 = [1; 2 ] 
Võ =[2; 4] 
V6 =[ 9; 2,4 ] 
Việc giải phương trình Pell ( xem chương ]l]]) dựa vào kết 
quả này. 
- Từ thời cổ Hi Lạp, người ta đã quan tâm đến phép chia 
một đoạn thẳng AC ra hai phần AB = a và BC = b sao cho: 








a a+b 

b_ a 
Lấy b = 1, có 

a+l Đ 
a = hay a“—- a~ Ì = 0 
a 
1+ Võ 

do đó am. 
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Giá trị này của a có thể viết dưới dạng liên 
Uô hạn tuần hoàn: 
cà la h. . cLE ải 
2 Ì ộ 
PT N JỰ 
j“Ýưgg 


Phép chia theo tỉ lệ a như trèn được gọi là "° phép chia 
uàng", đã có lúc được gọi là phép chia " đẹp" nhất, nhiều công 
trình kiến trúc có kích thước một số bộ phận theo tỉ lệ a. 


- Trong (hiên uăn học, người ta tìm thấy rằng quả đất 
quay một vòng quanh mặt trời mất 365 ngày 5 giờ 48 phút 
46 giây, số ngày này viết ra dưới dạng liên phân số là 

[ 365; 4,7,1,3,5,20,6,12 ] 

Nếu lấy một năm là 365 ngày, rồi cứ 4 năm một lần có 
một năm nhuận (thêm một ngày) thì số ngày trong năm tương 
ứng với giản phân bậc I của liên phân số trên: 

1 


Í 
365; 4 ] = 365 + ~ = 365—~ 
[ ] Ạ Ạ 


Các giản phân tiếp theo cho kết quả chính xác hơn: 


365—— 
“.. ” 
7 


( 29 năm chứ không phải 28 năm, có 7 năm nhuận ). 


a 





[ 365; 4,7 ] = 365 + 


8 
_ = J65—— 
[ 365; 4,7,1 ] 33 


(33 năm chứ không phải 32 năm, có 8 năm nhuận). 


đl 
365; 4,7,1,3] = 365——— 
L 128 


(128 năm mới có 31 năm nhuận chứ không phải 32 năm nhuận). 
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GỢI Ý 


GIẢI MỘT SỐ BÀI TẬP 


1.2 Trong k số tự nhiên liên tiếp, bao giờ cũng có một số chia chia 
hết cho k. 
a) Trong ba số n,n + 1,n + 2 có một số chia hết cho 3 và một số 
chia hất cho 2, mà (3,2) = 1, nên tích ba số đó chia hết cho 2.3 = 6. 


Trong bốn số n,n + 1,n + 2,n + 3 có một số chia hất cho 4, 
một số chia hết cho 2 (hai số này khác nhau), nên tích bốn số chia 
hết cho 2.4 = 8. Tích cũng chia hết cho 3, mà (3,8) = 1 nên tích chia 
hết cho 3.8 = 24. 


1.3 A = 


b) (24,5) = 1, tích chia hết cho 24.5 = 2.3.4.5 = 120. 
©) 2k(2k + 2) = 4k(Œk + 1) : 8, vì k(k + 1): 2 
d) 2k(2k + 2) (2k + 4) = 8k(k + Ì) (k + 2): 86 = 48 


nˆnÊ - i1) =(n-— 1) n^tn + 1) 
(n ~ 1)n(n + 1): 3 -ÖỒỎ A:3 
n chắn  n^: 4 > A:4 


n lẻ >(ín- l)n + 1):4 z#A:4 
(3,4) = 1= A: 34 = 12 


1.4 120 = 233,5, A(n):5 với mọi n (thí dụ ], trang 15) 
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nchấn+n“°+4:4 + An):8=2 
n:3 =2» A(n): 3 

n lẻ hoặc n : 3 thì không có các tính chất trên. 
Vậy n:2.43 =6 
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WMWM: (äceb00k.C01n /0toanhoc291Ï 


1.ð\A(n) ï 12 (bài 1.3) 
A(n) : 5 với mọi n:n =5k+1l=(n- l)i(n + 1):6 
n=5k+2en^+1:5 
1.6 a) (n + 1)(n + 3) là tích hai số chấn liên tiếp 
hoặc (2k + 1)“ + 4(2k + 1) + 3 = 4(kˆ + 3k + 2) 
mà kˆ + 3k + 2 = kŒk + 3) + 2:2 
b) A(n) = (n - 1)(n + 1)(n + 3), tích của ba số chắn liên tiếp. 
Hoặc dùng qui nạp toán học. Giả sử A(k) đúng, chứng mỉnh 
AŒ + 2) đúng (k lẻ, số lẻ tiếp sau là k + 2) 
A(k + 2) = AŒ) + 6Q” + 4k + 3), trở lại 1.6a. 
1.7 Có thể dùng qui nạp toán học: 
a) 4**Ì + 15( + 1) - 1 = (4Ÿ + 15k - 1) + 3(4Ÿ + 5) 
4F = 8M +1 
b) Ak + Ù = A(k) + 90* + 2), 10” = 9Q + 1 
1.8 a) (2k + 1) = 4k” + 4k + 1= 4k(k + 1); kŒ + 1): 2 
b› 21000 ~ (223990 _ (ø _ 10900 số qự là 1. 
c) 25 = 5.6, 21000 _ 2500 2500. (s _ 1250 _(g _ 1,250 
1.9 A(n) = nín + 1)(n + 2)(n + 8), trở lại bài 1.2a 
Hoặc dùng qui nạp toán học 
A(Œk) = kỶ + 6k + 11k + 6k = AŒ + U = AŒ) + 
24(k2 + 1) + 4(k” + 11k) 
kỸ + 11k = k(k2 + 11) = k(k? ~ 1 + 12) = k(kÊ ~ 1) + 12k 
= (k~— 1) k& + L) + 12k : 6 
(hoặc chứng minh k + 11k : 6 bằng qui nạp toán học) 
1.10 - 384 = 27.3, A(n) = A(2k) = 9'k&Ở - 2k2 - k + 2) 
kổ - 2k2- k + 2= kÊ(Œ - 2) - & ~ 2) 
| = (k- 2) - 1) k(k + 1): 24 = 23.3 
1.11 - Xem: 4 ~ Định lý Fermat. và định lý Euler, trang 3Ô. 
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1.12 a) A(n) = n- 1=(n-1)(n+1)(nÊ+1):8e©n:2 
(lúc đó n ~- 1,n + 1 và n^ˆ + 1 đều chắn) 
b) nồ ~ 1 = (nÌ~ 1) (n2 + 1),n:3=>n”- lvàn + 1:39 
1138 (n,6) = 1= (n,2) = (n,3) = 1 
(n,2) = 1= (n - lL(n + 1): 8 (tích hai số chấn liên tiếp) 
(n,3) = 1 ® (n - l)⁄n + 1): 3 
1.14 g6n _ gỗn - (3322 _ (23)22 - (27 + 8)P 
1.15 30 = 6.5 
ab(a2 - b^) : 6 vì ab (a^ - b2) = ab(a2 - 1) ~ ab(b^ - 1) 
= b(a - l)a(a + 1) - a(b - 1)b(b + 1) 
mà (a- l)aa + 1), (b - 1)b(b + 1) đều : 6 
ab(a2 ~ b2) (aˆ + b2) : 5. Xét mọi trường hợp: a hoặc b chia hết 
cho õ; giá trị tuyệt đối của số dư khi chia a và b cho 5 là bằng nhau 
(lúc đó a^ - bể : ð), giá trị tuyệt đối của số dư đó khác nhau (lúc đó 
a2 + b^:6) 
1.16 a) Đặt m = 3p +r (r = 0,1),n = 3q+s(s = Ð,1) 
mˆ + n^:3œrẺ :Ọ3(0<r2+s2<2) ©r=s=0 
b) Đặt m = 3p+r (r = 0,1/2,3),n = 3q+s (s = 0,1,2,3) 
e) m° + n^ = (m°- 4n”) + ðn^ : 5 
Có thể xét mọi trường hợp về số dư khi chia m và n cho ð. 
Cách khác: 
m2 ~ 4n? = (m + 2n)(m - 9n) : 5 > 2n + m : 5 hoặc 2n - m:5 


t 


+ sS 


ân +m :õ * 2n - 4m + ỗm = 2(n - 2m) + ỗm : 5 
»=„2m-n:5 

2n ~m : 5 + 2n + 4m - Šm = 2(n + 2m) - ðm : 5 
+ 2m +n:ð 


3 = (mỂ « m) + (nŠ ~ n) + (m + n) 


d) mồ + n 


= (m - l1)m(m + 1) + (n- l)n(n + 1) + (m + n) 


m2 +n”:6©m+n:6 
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1.17 Biến đổi thành 3a(a + 1) + 6 + (a2 - 1) 
a2 ~ 1=(a- la + 1:6«œ(a,6) = 1 
1.18 A(n) = n^S\nŠ — nŸ ~ n? + L) = nnŸ = 1n ~ 1) 
= [n@Ê - UỊ?.. (nÊ + 1) 
A(2k + 1) = [@k + (4kÊ + 4k)|ˆ. (4k2 + 4k + 2) 
= 322k + 1)k(&k + UJÊ.. (2k2 + 2k + 1) 
Mà (2k + 1)k(Œ + 1) : 6, do trong ba thừa số của nó bao giờ cũng 
có một số chấn và một bội của 3. 
+ A(2k + 1) : 32.36 = 1152. 

1.19 a) và b) Chia một số cho m, các số dư là một trong m số từ Ô 
đến m - 1. Chia m + 1 số cho m, phải có ít nhất hai số cho cùng 
số dư, hai số này có hiệu chia hết cho m (m = 10 thì hai số đó có 
cùng chứ số sau cùng). 

©) Gọi các số đã cho là ai, au, 4a, ... a,. Lập m tổng: 
„' 
ai + ao 
an + 8o + 8a 


ai † ao +... +a 


Có hai trường hợp: 

~ Một trong các tổng trên chia hết cho m; 

- Không có một tổng nào chia hết cho m; thế thì tìm được hai 
tổng cho cùng số dư khi chia cho m (vì có m tổng mà chỉ có m - 1 
số dư). Hiệu của chúng (là một tổng của các số đã cho) chia hết cho 
m. _ 


m 


d) Chia 5 số nguyên cho 3 thì hoặc có 3 số cho cùng số dư, hoặc 
có 3 số cho số dư đôi một khác nhau; trong mọi trường hợp, tổng của 
3 số này chia hết cho 3. 


1.20 ~ Lập 1990 số có dạng 
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1991 
1991 1991 
1991 1991 1991 


1991 1991... 1991 (1990 lân 1991) 

Chia các số đó cho 1990, có 1989 số dư khác 0. Theo nguyên tắc 
Dirichlet, phải có ít nhất hai số cho cùng một số dư; hiệu của hai số 
đó (có dạng 1991 1991... 0000) chia hết cho 1999. 

1.21 - a) (n~— 2ˆ +ín- U? + n^ +(n + UÊ +(n + 22 z 5(nˆ + 2) 
mà n^ + 2:6 

b) Trong ba số nguyên liên tiếp, có một số là bội của 3, hai số 
kia có dạng 3p + 1. Mà (3p + 1)“ = 3.P + 1, nên tổng các lúy thừa 
chắn của ba số nguyên liên tiếp có dạng 3Q + 2. Nhưng lũy thừa chẵn 
của một số n chỉ có thể có dạng 3M (khi n là bội của 3) hoặc 3P + 
1 (khi n có dạng 3p + 1). 

1.22 b) An) = nể + l1n + 18) + 21 =(n + 9)0(n + 2) + 21 

Mà (tn + 9) -(n + 2) = 7, nên n + 9 và n + 2 cùng chia hết 
cho 7 đúc đó (n + 9)(n + 2) : 49, trong khi 21 #49, do đó A(n) (49; 

hoặc n + 9 và n + 2 đều không chia hết cho 7 (lúc đó 

(n + 9)1(n + 2) 777, trong khi 21 : 7, do đó Atn) #7, tức A(n) Z 49 
c) nˆ + 3n + 5ð = (n + 7)(n - 4) + 33, mà 
(na + 7)— (n - 4) : 11. Tương tự b) | 
1.23 ab: 7 = 10a + b:!7> 3a +b:7zb=7k-3a 
a2 - b = a) - (7k - 3a) ; 1. 

1.24 Gọi tích đã cho là P. Ta chứng minh P : 3 và P : 4. Trong bốn 
số q, b, c, d bao giờ cũng có hai số mà hiệu chia hết cho 3 (bài 
1.19b), do đó P:3. 

Trong bốn số a, b, c, d nếu có hai số chắn và hai số kia lẻ thì 
hiệu của hai số chấn cũng như hiệu của hai số lẻ đều chia hết cho 2, 


do đó P : 4. nếu có ba số (thí dụ a, ð, e) là số chắn hoặc số lẻ thì b 
— a, cC—~a chia hết cho 2 và P : 4.. 
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1.25 (a + b + c)Š~ (a? + bổ + c') = 3(b + c)(a + b)(a + €) 
mà b +c, a + b,a + c đều là bội của 2. 
1.26 1 + 7Ÿ = (1+ 7).M, 3Ÿ + 52 = (3 + 5)N 
1.27. a” ~ bỒ = (a-— b)(a“ + ab + b). Do a và b là số lẻ, nên 
(a2 + ab + b2, 2") = 1 
.28 (2k - 1)” - 1) (2k + UỂ + 1) = 16k2 & ~ Ủ)(k + 1) 
mà k^Œ - 1)(k + 1) ¡ 12 (bài 1.3) 
1.29 - 3(32 + 32) + 3530 + 32) + ...+ 22nr3 (g0 + 42) 
= 3.101 + 3Ÿ + ....+ 32") ; 30 
1.30 122'†1 ¿ 1ỊP†2 „ 144" 12 + L1? 121 
= 12(144P _ 11?) + 1211? + 121.112 = 12.133M + 133.11? 


Có thê dùng qui nạp toán học. 


1.31 a) n + 1=(n+1)/ 2-90 + 1)+2:n+1 
Ằằ 2 :n + Ì 4ức nh = Ì 
=(n + 4)°- 6n + 4) + 14:n +4 


bì n^ˆ + 2n + 6= 
œằồ 14 :n + 4e©mn = 3,10. 
1.32 (n + 5) + 6) = l2n + (n^-n + 30) ` 6n 
+ nˆ-n-+ 30 = nín - 1) + 30 :6n 
Vì ní(n - 1) :n nên phải có 30 : n, đồng thời vì 30 : 6, nên phải 
có n(n ~ 1) : 6. Do n(n - 1) luôn là bội của 2, 
n(n - 1): 6 œ® n(n - 1): 3, tức n = 3k hoặc 3k + 1. 


Tóm lại, n phải là ước của 30 và có dạng 3k hoặc 3k + 1 


= 1, 3,10, 30. 
1.33 Chú ý rằng a' - 1: 5 với a = 1, 2, 3, 4 
a'*_— 1 =(a'_— U.M:5>+>a' F= 5A +1 
=4k+r(đ6r=01,93)+2a 4k AF ~ (5A +1). aŸ 


Như vậy, chia a” cho 5 thì số dư là a 
+ Chia 1ˆ + 2P + 4? + 4? cho 5, có dư là 1 + 2” + 3Ý + 4F 
1+27+ 38 + 4:5 


n 
= à 


P(n) = 1? + 2 + 3® +4) :5ePŒ) = 


HtpeitatfihB6el ra 


P(0) = 4/5, P(1) = 10, P(2) = 30, P(3) = 100 đều : ð 


1.34 Chú ý rằng 1 + 2 +... +(n—- l1) +n=n(n+ 1)/2, ta chứng 
minh P = 1 + 2Ÿ +... + (n~ UỄ + nŸ: nn + 1/29. 


Vớt k lẻ và n chắn (n = 2m) thì 1 + n:1+n, 

2*+(n- UỀŸ:2+(n-1)=n+1 

z>+ P:n +Í 

Mặt khác, (2m)* : my 1 + (2m - LỄ :m,... mỀ :m 

+ P:m 

Tương tự với k lẻ và n lẻ. 

1.35 Số b phải chấn, và chỉ cân xét b = 2, 4, 8 (b = 6: hiển nhiên) 

2° -b = 10a : 10 2” tận cùng là b = 2, 4, 8 

hay 2° tạn cùng là b = 2Ï (r = 1, 2, 3) 

Chú ý rằng nếu p là một lũy thừa của 2 thì b.p có tận cùng là 
b khi và chỉ khi p = 2'*⁄2° = 16) và 2x16 = 32, 4x16 = 64, 
§ x 16 = 128) 

Do đó 

2ˆ tận cùng là 2” đœ = 1,2,3) ®©n = 4k +r 

22 _—p= 2141? ~ 2F(2'* _ 1) = 2'(16Ề — 1) = 27.15.M : 30 

2"—b= 10a: 30>a:3=ab:6 

Có thể dùng gui nạp toán học: 

Gọi mệnh đê phải chứng minh là A(n) 

Thử trực tiếp, có A(4), A(5) đúng. 

Giả sử A(k -— 1) và A(k) đúng, ta chứng minh A(k + 1) đúng, tức 
là 2Y!! = 10m 2| + bu¿i Œụ¿¡ < 10) sấy ¿ị.buyi L6 
Thực uậy: 

2* = 10a, + b, (giả thiết) œ b, chấn. 

2*†Ì = (10a + b_).2 = 10a (¡ + b..ì 


DỤ 64 2 A.g= 2, Ðvyy = ZbV 


= aviyp-DL2qj= 4b, 
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b, = ổ * bị =6 * a ,jbịj,¡: 6 
b, = 6 * aLựy 24 +1,b ¿¡ =2 
Mà bụ, = 6 thì bL_¡ = 8 và ai _¡, bị _¡ : 6 (giả thiết) 


= ác “Ởp và a, = 2a | £ Ầ = Ốp + 1 
=aA ¡=2 + = l2p + 3:3 => atva-Ðvap :Ổ 


1.86 a —b, =2.221°=2"'“! 6 + a, và b, không cùng Ì 6 


a .b=2.21†Đ,1~4?2†?Ì¿1;86+a hoặcb ¡6 
n 2 na na 


Cách khác: Viết n = 4k + r (r = 0,1,2,3) và xét mọi trường hợp 
với P, 
1.387 2 = 8 = 7+ 1n =3k +rứ= 0,1,2) 

~2n = 23k†£ „23k 2Ƒ = (7+ DẺ, 27 

2 _ 1:7 khi và chỉ khi r = 0, tứcn = 3k 

2" + 1: 7 với mọi r = 0, 1, 2 (tức là với mọi n) 
1.38 a) 111 _ 1 = (11- 1) (1Ÿ + 1IỂ +... + 11 + 1) = 10B mà B 

là tổng của 10 số hạng, mỗi số hạng tận cùng là 1, nên B : 10 
b) 22225555 + g5882222 ~ (222255565 + 49555) + (66662222 _ 42222. 

T (45555 — 42222) = A+B-C 


A : 2992 + 4 = 71.318, B : 5555 _ 4 = 7.783 
C = 42222 (4232333 _ 1y = 42222 (64111 _ 1y: @3 = 7.9 
1.39 Chứng minh bằng quy nạp: 


Giả sử có k số đôi một nguyên tố cùng nhau: 
ai = 2°1-3,au=2”2-3...a. = 2°k~— 3 trong đó: 
2= ny<n,<...<n,. Ta tìm được số a\ .¡ = 2”k+1 - 3 nguyên 
tố với tất cả k số ở trên. 
Đặt m = ai. 8o... Aị ** trong m + 1 số 29, 2L .- 211 cá hai số 
2F và 2® mà hiệu chia hết cho m (bài 1.19b) 
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27 - 2# = 242” ® _— 1): m (r > s) 
(2m) = 1œ 2# _~ 1: m hay 2Ï ~ 1 = mt 
Ta lấy AvL+q# ĐT gi co 3(= 4mt + 1> av) 
*(a ,¡, m) = 1 * aL.¡ nguyên tố với AI si8u sec, ÂU, 
Tiếp tục quá trình trên đây, ta có vô số các số có dạng 2° - 3 
đôi một nguyên tố cùng nhau. 
1.40 a) 72 = 9.8, 3°” + 63: 9e©nz2 
3” + 63= 3”-1+64:8e©3°~1:8e©n chấn. 
Vậy n= 2k, k>]1 
b) 323 = 17.19 
A(n) = (20°® ~ 1) + (1698-38?) =P+Q 
P : 19, còn Q = (16 + 3)M : 19 nếu n chẳn. 
A(n) = (20°®-~ 3”) + (160®-1)=P'+ Q" 
P' : 17, còn Q' = (16 + 1).M' : 17 nếu n chẳn. 
Kết luận: A(n) : 17.19 nếu n chăn. 
1.41 Từ thuật toán Eucìide để tìm UCLN 


tì 


II 


1.43 a) Bất cứ số nào là ước chung của a va b cúng là ước chung của 
a và a + bÙ; và ngược lại. 

b) (ab, c) =d > 12c: p và a (hoặc b) : p (với p à một thừa số 
nguyên tố của d) + p là ước chung của c và a (hoặc của c và b), trái 
với giả thiết. 

c) Áp dụng a) và b) 

(a, b) = 1 + (a,ax+b) = 1 
(b,a+b) =1 
“»(ab, a+b) = 1 


1.44 a' + 3a2 + 1 = (ta?) + 2a). a + (a2 + 1) 


a? + 9a = (at + la + a 


a2 + 1 =aa+l 
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1.45 a)n + 13 = (n ~ 2) + lỗ 
n—2œä3t 
(n - 2, lỗ) = 1œ 
n—2 #§5k 
| l8n+3 3(6n + 1) 
2ln+?7 {3n + 1) 


Đã có (3,7) = (8, 3n + 1) = (ốn + 1, 3n + 1) = 1, còn phải có 
(6n.+ 1, 7) = 1 


ỗn + 1= 7n-(n- 1) ® (6n + 1,7)=Z= 1«©(n- 1,7) = 1 
©œ©@n#7t+ 1 
©) 6n + ỗ = (5n +6) +mn_—- l1 
õn + 6= (n~— l1)5 + 11 
(6n + 5, õn + 6) =(n- 1, 11) = len z lit + 1 
1.46 Dùng thuật toán Euclide. 
1.47 Dùng thuật toán Euclide, đi tới: 
d = (18a + 5b, lla + 2bka - 5b, 19b) 
d | 19b + d | b hoặc d | 19 
d|bzdla(dod |a- Šb) + d = 1, do (a, b) = 1 
d| 19+» d= 19 hoặc d = 1 
1.48 a)(n,n + 2)=d2n:dvàn+2:d 
- 2:dx“2d= 1 hoặc d = 2 
b)(n,n + 1) = 1 
1.49 la, b, c|] = [[a, bị, c] 


m =Ín,n + 1n + 2] = lÍn,n + 1n + 2l 


mà Ín, n + l1] = n(n + l1) 


=m = [n(n + l),n + 2] = nín †¿2)(n + 2) nếu n lê 


1 
P n(n + 1)(n + 2) nếu n chăn. 


1.50 a) Ước chung của hai số a và a + m phải là ước của m. Với 5 số 
nguyên dương liên tiếp thì 0 <m < 4» d = (aa + m) < 4 
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Trong Š số nguyên dương liên tiếp, có ít nhất hai số lẻ liên tiếp, 
trong hai số lẻ này ít nhất một số không chia hết cho 3 và một số lẻ 
không chia kết cho 3 thì không thể có ước chung là 2, 3, 4 với bốn 
số kia, nghĩa là phải nguyên tố với chúng. 


151 a) a và b đều chia hết cho 9; a + 10b = 9999999999 = 1010 _ Ị 


a + b= 1111111110 2s 9a + 9b = 10Ì2 _ 10 
b - 8a = 9 z (a,b)= 9 
ab ab a 
b) la, b} = ——= — — = 13717421 = 11p + 3 
(a,b) 9 9 


ab 
b= ĐA ĐT VẬN GP ĐỊV11Q W 0Ó G8 TUẦN 15 


(a, b} chia cho 11, dư 4. 


2 2 


1.52 d = (m +n,m +n^) =(m + n)“:d +(m+n) - 
(m? + n2) = 2mn : d ® d là ước chung của m + n và 2mn. (a) 
(m, n) = Ì ®= (m + n, n) = (m + n, m) = 
(m + n, mn) = 1 (b) 
Do (a) và (b) =2 :d>d= 1 hoặc d = 2. 
1.53 d = (a,c) =a = aid, œ = cị¡d với (Au, cj) = 1 (€1) 
ab = c” « aidb = (c.d)? 


n, 
ab - an-1 C (2) sở ¿n-Ì $ x :b 


:b (8) 


® CC 


1=(d°Ì b) = 


.=. 


Mà (d; b) = (a, b) 


— 


1n 
(1) + (ai, Ằe,) 1 


(2) + a:b :el 
‡ 


+e b:cñn 


1 (4) 
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(3) và (4) = ch 
1 


+ d1 sa, ©dÊ=a 
l 
1 
Lấy p = d, q = cị, sẽ cóp`" = d? =a, q° = cñ 
1 


= b,và (2) 


=b 
và (p, q) = (đ, c¡) = 1. 
1.54 a) Suy từ min(a, b) + max(a, b) = a + b, với mọi a, b. 
b) Không mất tính tổng quát, có thể giả sử p < q <sr 
min(q, r) = q, Á = max(p, min(q, F)) = max (p, q) = q 


max (p, q) = q max (p,r) =r 


+ B = min (max(p, q), max (p, r)) = min (q, r) = q 
+ Á =B 

Áp dụng: Giả sử khi phân tích a, b, e ra thừa số nguyên tố, mỗi 
thừa số p, có số múũ là a; trong a, b, trong b và c¡ trong c. 

Thế thì thừa số P¡ Có số mú là minG,, c.) trong (b, c); có số múũ 
là max(a., b.) trong Ía, bị}, là max (a,, €.) trong Ía, c]; trong la, (b, c)| 
số mũ của Đị là max (a, min (bị, C¡)), còn trong ({[a, b|, la, c]) số mũ 
của P; là min Í(max (8, b.), max (a, c)]. 

Áp dụng đẳng thức A = B, suy ra điều phải chứng minh. 

1.55 - 102 = 0 (mod 4), 10” = 0 (mod 8) 
1.56 - Đối với những bài toán loại này, hướng chung là tính toán đề 
đi đến a #b (mod m), với b là số có trị tuyệt đối nhỏ nhất có thể 


được (tốt nhất là b = + 1), từ đó tính được thuận lợi ah z bỀ (mod 
mì). 


a/ 3.4 = 2.6 = 7.8 = 1 (mod 11). Số dư là 5. 

b/ Theo mod 9: 1532#2,1532-1z=22—1 

cí Theo mod 83: 3Â = 81 = -2, 340 = (~2)!? = 28 
d/ Theo mod 25: 22=7,212z72z -—1 


21000 „ ,_—1y100 „ † 
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e/ Theo mod 13:  3012z 9, 3012 = 9 = 1 
3012? = 3012”! z 1Ì z 1 
g/ Theo mod 11: 4362= l6, 4362” œ 36 3 
4362 = 9, 4362? z 9.6= —1 
43621352 „ 4362138912 „ (~1)9723 z 3 
h/ Theo mod 425 : 382 = 1225 = -50, 353 = ~1750 = —50 
35' = 2500 = —50, 36150 = —ø0 
¡/ 108 = 1 (mod 7), 10ˆ = 4 (mod 6) œ 10? = 6k + 4 


1010°_— 106k†4 = 104 (mod ') 


A = 10' + 10Ỷ +... + 10' = 10.10' = 107 = 5 (mod ?) 


1.ð7 a/ Chú ý rằng 2”? = 21090. 2 Theo 156d thì 2!!00 chịa cho 
25 dư là 1, do đó hai chứ số sau cùng của 2109 c4 thể là 01, 26, 
õ1 hoặc 76; nhưng 21092 là bội của 4, nên 2100 phải tận cùng bằng 
76. Chia số này cho 2, thì hai chữ số sau cùng chỉ có thể 38 (=76 
: 2) hoặc 88 (= 176 : 2). Nhưng 2399 tà bội của 4, nên hai chứ số 

sau cùng của nó là 88 (bội của 4) 


b/ Theo mod 100: 3' = 81 = 19, 3Š = 192 = 61 
3!9=619z=49, 320 z 49” = 01 
31000 = 01 (mod 100) 
nghĩa là hai chứ số sau cùng của 31009 là o1, Số 31099 gà bội số 
của 3, nên chứ số hàng trăm của nó khi chia 3 phải cho số dư là 2 
(chia tiếp thì 201 chia hết cho 3; nếu số dư là 0 hay 1 thì 001, 101 


không chia hết cho 3). Vậy số 3”)9 = 31000. 3 có hai chứ số sau cùng 
là 67 ( = 201 : 3) 


1.58 ~ a/ 2° = 16 = 1 (mod 15) 
b(_ 2Ÿz=3 (mod 18), 22 = 12-1 (mod 18) 
279 = (25)!! 2* s —3 (mod 13) 
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33 = 27 = 1 (mod 13)', 370 = (3323, 3 = 3 (mod 13) 
c/ Tìm số dư khi chia 20! ~ 1 cho 11, 31, 61. 
Thí dụ theo mod 11: 
20 = -2, 201° =(—ø)lŠ,(~2)5 = -32 = 1 
2015 z (~ø) 1ð s (~2j5-3 z 1 
d/ Mod 7: 1890 z= 0, 194 = -1 
e/ Mod 133: 12” = 144 = 11, 11Ê= 121 = 12 
122n†1~ 12/122)? = 12.112, 11A? - 112,112 z 12.110 
1.59 2222 z 3 (mod 7), 2222 z 3Ì z 4 (mod 7), 2222 z 4.3 z 6 (mod 7) 
5555 = 4 (mod 7), 55552 = 42 ø 2 (mod 7) 
2ooo9955 + 55552222 - 2oao9.111l + 558521111 
=ø1111 + 2111l _ (6 + 2).M =0 (mod 7) 
1.60 - a/ l0a z ~b (mod 7), 3a = =b (mod 7) 
21a) s ~bŸ (mod 7), -a” = =b" (mod 7) 
b/ 2 = 1 (mod 7), 23* =1 (mod 7), 23ktl m2 : 2)k+2 =4 (mod ”?) 
1.61 - a/ x = 3 (mod 11), b/xz = 12 (mod 13) 
c/ Cộng 2ab vào vế phải (điều có thể làm được): 
(a + b)x # (a + b2 (mod aÙ) œ x =# a + Ðb (mod ab) 
(có thể chia hai vế của phương trình cho a + b, vì (a, b) = 1 nên 
(a + b, ab) = 1) 
1.62 - a/ 2x =ä 9 (mod 11), x z 10 (mod 11). Phương trình đá cho 
6x = 27 (mod 33) có ba nghiệm là x = 19, 21, 32 (mod 33) 
b/ (a + 1, m) = 1 s nghiệm duy nhất x # a - 1 (mod m) 
(a + l1, m) =d > 1 dd nghiệm: 


(d — 1)m 
+ ————————-——— 


mì 
SN 0x06 Tay: (mod m}) 
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.1.63. Khi x chạy qua m giá trị khác nhau từ 0 đến m - 1 thì ax lấy 
m giá trị khác nhau: 


aXI bị (mod m) 


a2 


bạ, (mod m) 


ax b (mod m) 
trong đó z¡, xạ, .., z„ đôi một khác nhau và lấy giá trị từ 0 đến m - 
1, và bị, bạ,... b„ cũng lấy giá trị từ 0 đến m - 1. 
Phải chứng minh rằng bị, bạ, .., b„ cũng đôi một khác nhau. 
Thật vậy, giả sử có X; và #ị (x¡ ® #j): 


ax 


i b, (mod m) 


j 


by (mod m) 

mà b, = bị thì a(%, — #¡) = 0 (mod m) 

Do (a, m) = 1 nên Xi “ 3, trái với giả thiết. 
Nếu dùng kí hiệu tập hợp, ta có: 

{xì › Xo... Xm Ì = tạ › bạ › 3x Ðụu j = {0 › 1,...m = 1} 


1.64 Cho mỗi học sinh mang một số n # q (mod 40), với q từ 0 (em 


câm bóng ban đâu) đến 39, theo chiều từ phải sang trái của mỗi 
em. 


Em câm bóng ban đâu mang số 0 (7. 0) 
Sau lân ném thứ 1, em nhận bóng mang số 7.1 (= 7) 
Sau lần ném thứ 2, em nhận bóng mang số 7.2 (= 14) 


Sau lần ném thứ 7, em nhận bóng mang số 7.7 = 49 = 9 
(mod 40) (em này mang số 9) 


Sau lần ném thư x, em nhận bóng mang số 7x = b (mod 40) 
0<b<40 
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Khi + chạy qua các giá trị từ 0 đến 39 thì b cũng qua 40 giá trị 
đó (bài 1.63), nghĩa là mỗi học sinh đều nhận được bóng sau 40 lần 
ném (em cầm bóng ban đầu coi như nhận được bóng do một người 
"ngoài vòng" ném cho, đó là lần ném thứ 0) 


1.65 a/ Vì pQr.b và pqR.c chia hết cho p nên 
xạ = Pqr.a + pQr.b + pqR.c # Pqr.a (mod p) 
Mà Pqr z 1 (mod p), nên #ạ*e€ (mod r) 
Tương tự : xạ E b (mod q) và xụ = € (mod r) 
b/ Đối với bài toán "Hàn Tín điểm binh", ta có 
p=3,q=5,r=7 


Pqr = P.5.7 = 1 (mod 3) + P = 2 và Pqr = 2.5./ = 70 
pQr = 3.Q.7 = 1 (mod ỗ) + Q = 1 và pQr = ö.7 = 21 
pqR = 3.5.R z 1 (mod 7) + R = 1 và pqR = 3.5 = lỗ 
Nghiệm của hệ phương trình là 
+ = 70a + 21b + lỗc (mod 105) 
1.66 
x# l(mod3) 
x= 3(mod 5) 
x=4(mod9) 
x= 9 (mod 11) 
x= ~167 (mod 495), x = 328, 823 
1.67 Giải hệ phương trình: 
x= l(mod 12) 
x 1(mod 19) 
x= 14 (mod 17) | 
Từ hai phương trình đầu, có z z 1 (mod 12.19) 
x = 1 + 988t (12.19 = 228) 
Thay vào phương trình cuối, có 
228t = 13 (mod 17) 
15? 
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t= 14 + 12k 
Do đó x = 1 + 228t = 1 + 228 (14 + 17k) 
xz= 3193 + 3876k 


k= 0 thì x = 3193 (số hộc trong mỗi thùng). Giáp lấy 3192 hộc, 
Bính lấy 3192 hộc. Ất lấy 3179 hộc. Dó là đáp số trong "Số thư cửu 
chương" của Tân Cửu Thiều. 


1.68 - a/ x £ 49 (mod 420) b/ vô nghiệm 
x # a (mod 6) 4x = 4a (mod 24) 
cẲ 
xzZ l(mod8) 3x = 3 (mod 24) 


1.69 - a/ 





x = 4a —- 3 (mod 24), với điêu kiện của a: 
x=a+6t= 1+ 8k»za = 1 + 2(3t + 4k) ø a =# 1 (mod 2) 
b/ Từ hai phương trình sau, do (21, 35) = 7, ta có điều kiện của 
để hệ có nghiệm. 
a + 3t = 8 + 21k + a = 8 + 27(3k — ỗt) ® a # 1 (mod 7) 


Chú ý rằng |8, 21, 35] = 8.3.7.5 = 840, từ hai phương trình đâu 
của hệ có: 


21x # 108 (mod 21.8) 21x # 105 (mod 21.8) 
« 
8x = 64 (mod 21.8) 16x # 128 (mod 21.8) 
Ì = -23 (mod 21,8) h =# ~115 (mod 3.7.8.5) 
. 


x =a(mod 7.5) 24x = 24a (mod 3.7.8.5) 


lii 


Hệ có nghiệm là x # -115 - 24a (mod 840) 
1.70 a/ (18,20) =2 >a + lồt = l1 + 20k œ a = Ì (mod 2) 
(18,15) = 3 z a # Ì (mod 3) 
Hệ có nghiệm khi và chỉ khi a # Ì (mod 6) 
b/ 3x = 4 (mod 10) s x s 8 (mod 10) 
2x = a (mod 8) có nghiệm khi và chỉ khi a = 0 (mod 2), tức a = 2k. 
Ta có hệ x = 8 (mod 10) 


k (mod 4) 


lI| 


x 
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(10,4) = 2, nên hệ này có nghiệm khi và chỉ khi k ~ 8 = 0 (mod 2) tức 
k z# 0 (mod 2). Hệ đã cho có nghiệm khi và chỉ khi a & 0 (mod 4) 
1.71 102 = 1 (mod 3) + 99: 3; 108 = 1 (mod 7) + 999999 : 7 

1010 z 1 (mod 11), 1012 1 (mod 13) và 10] = 1 (mod 17) 


Chú ý rằng có trường hợp ta không có số nhỏ nhất có tính chất 
đó, thí dụ 10 _- 1= 9:3, 102— 1 = 99711 


1.72 a? # 1 (mod 5), với a = 1, 2,3, 4 © a'F z 1 (mod 5) 


1.73 a2 = a (mod 2) = a' = % = a (mod 2) a3 = a (mod 2) 
a5 = a (mod 3J) 2 a5 = a5 = a (mod 2) 
a” = a (mod Š). Vậy a” z a (mod 2.3.5) 


< a5 „ .ỗ 53 - 
Do đó ai † Au +... tai 8 ai + ai +... + an (mod 30) 


1.74 240 = 2'3.5, (a, 240) = 1 > (a, 2) = (a, 3) = (a, 5) = 1 
(a, 6) = 1= a^ = 1 (mod 24), xem bài tập 1.13 
(a, 2) = 1 = a2 z =1 (mod 2) 
Mà a' - 1 = ta? — 1a? + 1), nên a' = 1 (mod 48) 
(a, 5) = 1 = a' = 1 (mod 5). Vậy a? = 1 (mod 48.5) 
1.76 42p = 2.3.7.p. Ta chứng mỉnh A = 3P - 2P - 1: 2.3.7p 
a/ 3P - 1 = 0 (mod 2) 3 A z 0 (mod 2) 
b/ 2P + 1 z 0 (mod 3) 2+ A z 0 (nìod 8) 
c/ 3P = 3 (mod p) và 2P z 2 (mod p) A= 3 - 2 - 1 = 0 (mod p) 
d/ p nguyên tố, chỉ có thể có dạng 6t + 1 hoặc 6t + 5 
p=ốt+ 1> A=30011_ 20†Ì _ 1 - 3(3Pt — 1) - 2(2” _ 1) mŨ 
(mod 7) 
vì 3 = 1 (mod 7) và 9 = 1 (mod 7) 
p=ốt +52 A = 39G61_ 1). 22 (201.1) + 325—22~1 =0 


(mod 7) 
1.76 a/n = Ì1 
b/ Theo định lý Fermat: 2P z 2 (mod p), theo giả thiết 
+ 2P z ~ 1 (mod p) 
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- 3 = 0 (mod p) ® p = 38. Với p = 8 thì 2P + 1= 9 
= 0 (mod 8) 
1.77 1s y(n)<n + nÌl s 0 (mod ¿(n)) 
(2,n) = 1= #Œ) z 1(modn) s 2"Ì z 1 (mod n) 
1.78 m°Œ) z 1 (mod n), nÝŒ®) z 1 (mod m) 

- m #() ¿ nŸŒ") = 1 (modn) và nÝÉ?) + mỸŒ) m 10wodm) 

(m,n) = 1s mf@Œ) + n#ứn)= Ị (mod mn) 

1.79 p = 2 thì mọi số 2” - n, với n = 2k (k NI), chia hết cho p. 
pP 2-2PÌ s 1 (mod p) = 2®0-Ð „ 1 (mod p), m€œNÑ 

Lấy m = -l (mod p), tức m = kp - Ì; 

2mŒœ-!)_ m(p ~ 1) = 2mŒ-Ù y m - mp ø l- Ỉ = 0 (mod p) 

Vậy mọi số 22 - n với n = (kp - 1)(p - 1), k € N, chỉa hết cho p. 
1.80 al z 1 (mod 11) + a3 g] (mod 11), với a = 1, 2,... 10 
?%.1 - Số nguyên tố p : a/ đều là số lê  b/(p, 2) = (p, 3) = 1 
2,2 - (p ~ 10p + 1): 8 (do p }€) | 

p=6nz+zlzp -1:3. Vậy p- 1:24 
p2 - q2 = (pỀ~ 1) - (q2 ~ 1 ¡ 24 
2.3 p = 2 thì 8p + 1 là nguyên tố, 8p ~ 1 là hợp số 

p#= 3 thì Šp + 1 là hợp số, 8p - 1 là nguyên tố. 

p# 3» 8p - 1, Ôp và 8p + 1 là ba số liên tiếp, trong đó phải 
có một số là bội của 3; p nguyên tố nên 8p không chi hết cho 3, do 
đó nếu một trong hai số 8p - 1 và 8p + 1 là nguyên tố thì số kia là 
hợp số (bội của 3) 


2.4 - a/ 4p, 4p + 1, 4p + 2 = 2(2p + 1) là ba số liên tiếp, do p và 
2p + 1 là nguyên tố (p > 3), nền 4p và 4p + 2 không chia hết cho 
3. Do đó áp + 1 là hợp số tbội của 3) 


b/p> 3> 8pˆ+1z3. 


Với p = 2, 3 thì 8p^ - 1 và 8p + 2p + 1 đều là nguyên tố (31, 
71, 37, 79) 
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9.5 -a/ 2p + 1= nỀ+ 2p =nÌT-1=(n- 1(n +n + Ð) 
p# 2 (thử) @(2,p) øl1n-1=2_ 

vàn” +n+1=p 

(không có nˆ + n + 1=2)+~p= 13 

(thử lại: 2.18 + 1 = 27 = 3Š) 

b/ 13p = n” - 1 = (n - 1)\(nỄ + n + ]) 

(13, p) = 1 =>=n_—- 1= l3(n = 14) hoặ: 
n+n+1=l1l3—i(n=3®) 

e  p=2llvàp =2 


2.6 Trong ba số liên tiếp 2° - 1, 2°, 2? + 1 có một số chia hết 
cho 3. 


Số 2” chỉ chứa thừa số 2 nên không thể là bội của 3. Do đó 
9° _~ 1 và 2? + 1 không thể đồng thời là nguyên tố (có một là bội 
của 3). Chúng có thể là hợp số cả, thí dụ với n = 6, có 2 ~ 1 = 
63 : 3 và 2Š + 1 = 65 ¡5. 


2.7-_- a/p = 3» p + 10 = 13 và p + 14 = 17 đều là nguyên tố. 
p“3z>zp=öt+l®>p + 10 hoặc p + 14 là hợp số. 
b/(p = Š. 

c( p = 5. Nếu p# 5ð, tức p = 5k + 1, 6k + 2 thì một trong bốn số 
p†d+6=p+li+ỗ5,p+8=p+5138, 
p+12=p+10+2/p+14=p + 10 +4 là bội của õ. 


2.8 p = 30q + r = 2.3.5q +r,r < 30 mà không thể có ước nguyền 
tố là 2, 3, 5 vậy r = 1 hoặc r nguyên tố (5 < V29 < 7 ). 


p z 60q + r = 2.2.3õ5.q +r, 0<r<59, 
mà 7< Võð9 < 11, r có thể là 77 = 49. 


2.8 - Trong 10 số liên tiếp, có 5 số chắn (trong đó nhiều nhất là một 
số nguyên tố là 2) và 5 số lẻ. Vậy có không quá 6 số nguyên tố. 


k#=ẽ0; từ 1 đến 10 có 4 số nguyên tố (2, 3, 5, 7) 
k = 1; từ 2 đến 11 có õ số nguyên tố (2, 3, 5, ?, 11) 
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k > 1; từ 3 trở đi, không có số chắn nào là nguyên tố, trong õ 
số lẻ liên tiếp, có một số là bội của 3, do dó trong dãy có ít hơn 5 số 
nguyên tố. 


Tóm lại: k =# 1 (có Š số nguyên tố) 
2.10 p, p + 2 và p + 4 (p }) 
p= 3*9, 5, 7 là nguyên tố. 
p>3»“=p=3k+li=p+2:3 
p=3k+ 2=p+4:38 
Ti ru da ản 5, 1. 


2.11 pˆ + qˆ + r? là số nguyên tố lẻ (> 2) + p, 2 r” đều lễ + p, 
q, r đều lẻ. 


„ cả ba số nguyên tố p, q, r đều khác 3 (không chia hết cho 
3) thì p° +q^ +rˆ là bội của 3 (hợp số). 


Nếu p = 8 thì q = 5, r = 7. Bộ ba số nguyên tố liên tiếp duy 
nhất: 3, 5, 7 mà 32 + 62 + JÊ = 83 là nguyên tố. 


2.12 - p phải lẻ: p = Pụ + Pạ = Pạ - Pạ¿ * Pị hoặc pọ chắn (= 2) và 
Pạ chắn + p = pị + 2 = pạ- 2(*> pạ = Pụ + 4) 


* Pị: Pị † 2, Dị + 4 đều là nguyên tố. Chỉ có Pị = 3 Gài 210) 
=5(0SẰ& Đ +2 = 7-2) 


2.13 - a/ nŸ + 4 = (n^ + 2)2 - 4n” = (nˆ + 2 - 2n)(n2 +2 + 2n) 
D214 tớ: giá trị duy nhất n = 1(nh+ 4= 5) 
b/ nŸ +nh +1 =(n + 1) ˆ_n^ 
tương tự a/ 


c/ nŠ -n°ð+n-1= (n ~ 1) + 1) 


là số nguyên tố chỉ với n = 2. 


=(nF + 1—n)(nˆ + l1 +n), 


Tin nh ưườnẵn 


= 2vàn = 8 thì N là nguyên tố (2 và 5) 
n > ö ®N là hợp số. 
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b/ n(n + l1)(n + 2) v1 (®* 8/BỂ + 2 `. 
6 6 
= 1, 2, 3 có các số nguyên tố (2, 5, 11); n>4 «œ N hợp số. 
2.16 - Lấy n = 4k? + mĩ + n = mí + 4kf = (m? + sk2ˆ _ (2mk)2 
= Œa^ + 2k? ~ 2mk)(m2 + 2k2 + 2mk) 
2.16 - (n - 1)! = 1.2..(n - 1) : n, nếu n là nguyên tố thì nó phải là 
ước nguyên tố của một số từ 1 đến n - c4. Ước nguyên tố của một 
số không thể lớn hơn số đó. 


2.17 - a/ N chấn, nhưng không là bội của 4. | 
N=1=k(N+11,kl)>Nz=(Œ—1)Œ& +1): 4, vô lý. 
b/ Nï 8. Nếu N— 1= k?<N— 1= 8q — 1 = kệ, thì vô lý (bình 
phương của mọi số k đều có dạng 3q hay 3q + 1) 
2.18 - a/x” + 1= ( + (2 —z + 1). Với x = 1, có số nguyên tố 2, 
+> 1 thì x° + 1 là hợp số. 
b/ x = 1, 3, ỗ. 
2.19 - Tương tự với chứng minh: có vô số nguyên tố dạng 3x - 1 
(x > 1), xem tr Í6. 


Tích của hai số dạng 4x + 1 cũng là số có dạng 4x + 1, nên trong 
các ước số có dạng 4x + 3 phải có ít nhất một số dạng 4x + 3. Lập 
số 4 (2.3....p) - 1 = M (có dạng 4x ¬ 1, cũng là dạng 4x + 3) 


Số có dạng Õx + 5 (hay 6x - 1) phải có ít nhất một ước số dạng 
6x + 5. Lập số 6(2.3...p) - l1 = M. 


9.20 —- 2n + 1 > 7= 2n + 1-3 = 2‹n ~ 1) > 4. Theo giả thuyết 
Goldbach-Euler, số chấn 2(n - 1) > 4 là tổng của hai số nguyên tố 
p + q, và cả p, q đều lẻ. Như vậy, 2n + 1 = 3 + p + q, tổng của 
ba số nguyên số lẻ. 


3.1 - a/x = -2 + 3t, y = 4 -ốt | 

b/ 16x - 20y = 19, (16, 20) = 4, phương trình không có nghiệm 
nguyên. 

c/ Giải 38x + 117y = 1 
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¡s40 
2+1 - 18 
“ xụ = -40, yạ = l3 + phương trình đá cho có nghiệm tổng quát 
x = -40.15 + ll1ï7t 
y= 13.16— 38t 
d/ xạ = 4.3 = 12, yọ = õ.3 = lỗ. 
3.2 7x = 60y + ]1, trong đó 60 là BONN của 2, 3, 4, 5, 6. 
x = -l17 + 60t, số phải tìm là 7z = -119 + 420t. 


3.4. Ta biết Nguyễn Du sống không đến 86 tuổi. Vì vậy năm sinh là 
l17xy và ta có phương trình: 


1786 - 17xy = 1 + 7 + x + y(0sx<8,0<y<9®) 
1786 - (1700 + 1w + y) = 8 +x+ y 
lix + 2y = 78 
Nghiệm thích hợp là xạ = yọạ = 6. Đáp số 1766. 
8.5 - Gọi x là số cá câu được và y là số cá còn lại sau khi cả ba người 
đã lấy đi phần cá của mình. Có phương trình 


lnD› 
JJ3|3 
8x - 27y = 38 (x,y €NN) 
Áp dụng thuật toán Euclide, ta có một nghiêm riêng là 
#cZ~ 10.38 = ~ 380, Ÿạ = -3.38 = -114, do đó: 
l = —=380 + 27t 





pH niệu Đệ h vinn hưng cớ Giả NỘI 


c2) 


y = Tlâáá4 + Bt 

Giá trị dương nhỏ nhất của x, y (vì câu cá tồi!) ứng với t = 15, 
lúc đó x = 25, y = 6. 

Chú ý. Áp dụng dụng thuật toán Euclide để tìm một nghiệm riêng 
của phương trình ax + by = c, ta có thể có các giá trị lớn (nhất là 
khi c lớn, như trong bài toán trên). Để có biểu thức đơn giản hơn của 
nghiệm tổng quát, ta chọn một giá trị riêng thích hợp của t (để c. 
nghiệm riêng có giá trị tuyệt đối bé) 
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Đối với phương trình 8x - 27y = 38, trong biểu thức của nghiệm 
trên đây, cho t = 14 có xọ = yọạ = -2, cho t = 1õ CÓ xạ = 26, yọ = 
6 và nghiệm có thể viết đưới dạng 


x=—2 + 2ƒt x= 2ö + 87t 
ph TN 
3.68 - a/ xạ = 2m + 4; yạ = -m - 2 
b/ Điều kiện: m - 1 chia hết cho (15, 25) = 5, tức m ~ 1 = 5k 
Lúc đó: x+õy =k - x+= 2k + ỗt 
y=-k-~öt 
c/ Điều kiện: d = (3, m - 2) = 1 hoặc 3; khi d = 8 thì m + 1: 3 


m - 2 
#ạg # 1, yạ > ¬1, xe =li+m~-———t 


l+t 
y =~— 
d 


d/ Điều kiện: d = (5, 3m + 1) = 1 hoäc 5 
d =5 „ 3m + 1 = 5k =m = ỗk + 3 
có 2m + 1 = ỗt + 2:5 


- Phương trình vô nghiệm. 
Vậy phương trình có nghiệm nguyên khi và chỉ khi 
m # 5k + 3(d = 1) 


m 


Šk + ỗŠx + (1ỗk + l)y = 10k + 1 


x = —k + (lỗk + 1)t 
y=l-ät 

Xét tiếp m = ðk + 1, 5k + 2, 5k + 4. 
3.7 ax = b(a - ÿ), (a, b) = 1“=x:bzx>bÒ 


ax > ab.Mà ax + by > ax nên ax = by 2z ab, trái với giả 
thiết. 


3.8 _- Lấy a > m + n,b >m + n và (a, b) = 1, lấy c = am + ÐÒn. 


+ ax + by = c có nghiệm nguyên dương x = 1m, y = n. 
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Đây là nghiệm nguyên dương duy nhất. Thực vậy, giả sử 
x;zm,yip#n 


Zy,y¡ > 0) mà axi + by; = c (= am + bn) 


Không thể là x; zm, y¡ >n hoặc xị >m,y; >n, vì như thế thì 


axi + by; > am + bn = 


Vậy y¡ < m hoặc y; <n 
#¡ <m»®0<m-#z¡ <m s by; = a(m ~ #¡) + bn 
« am -—xị) :b = m~z¡ :b do (4, b) = 1 
Điều này vô lý vì b > m + nn >m 
Tương tự với ý;<n. 


13.9 Lấy phương trình x + y = m + 1, có đúng m nghiệm nguyên. 
dương. 


x=t,y=m~t+l(t=l,2,..,m) 
3.10 - a/x =6—u- 3t, y = l—-u + 2t,z =u (u,tCCZ) 
b/x = 9 - 15u + 53t, y = 2— 5u + 23t, z # u (u, t €Z) 


c/ Hệ số của x và của z bàng nhau. 
d/ (8, 15) = 1 

.‹3.11 - a/ x = 1 + 12t, y = -1 - 3t, z = 1 + 6t (t 6€ Z2) 
b/ z = -1 — 9t, y = -1 - 6t, z = 9 + ỗt (t6 Z7) 


3.12 - a/ 3x + 2y = 1œ x = 1 + 9t, y =-—1— 3b (t6 Z) 
Thay vào phương trình thứ hai, có: 


m + Ì 





12... 
(m + 1)z - l2t =m + 1 œt = Khi nh CO Vệ Giini 


trong đó d = (m + 1, 12). Suy ra x, ÿy. 
b/ 3x - ỗy = 1 + 3z ằœ  *= 2 + 6z + õt 


1 + 3z + ät ¿,t€C 27) 


II 


k¿ 
“Thay vào phương trình thứ hai, được 
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r?z~Ì +u 


t~-(m + l1)z =m « rẻ 14 0à + lậe 
Kết quả x = ðmu + 1llu - 9 
y = 3mu + 6u -õ5 
z=—-—Ì+u(u€CZ) 


3.183 - a/ x = 9u, x + 1 = 25v (u,veœN) + 2ãv - 9u = 1, 
v=4+0t,u=lli+ 2c  > x = 99 + 225t (t6 N) 


b/xz z= 21lu, x + 1 z 1l6G5y na 165v — 2lu = ], 

(165, 21) # 1 ẳằẳ phương trình không có nghiệm nguyên. 
c/ Theo a/: x = 99 + 225t 
Lại có x+ 2 =4y 


ẳ 101 + 255t = 4y s t = -101 + 4k, k z 26 để t > 0 
x = ~22626 + 900k, k z 26 
3.14 x = 23 + 2090t 


3.15 x = -2 + Sỗt 

3đš—y + =7u 9x - 3y + 3= 2lu 
3.16 Vc° 

2x+3y—l=7v 2x +Äy — Ì= 7v 


z> llx + 2 = 7(3u + v) >x = 3 + 7t 


y=3+ 7k(t(k€GZ2) 

3.17 xz = 4u + 3 = ãv + 4= 7t + => x= 19 + 140k 
x = 299, 439 

3.18 x = 262 


3.19x + y + z = 100 
3+ “+ 6z = 60 
5 
«œ x + 12z = 100 ® x = 4, z = 6, y = 90 


3.80 ~ a/ 8x - 13y + 6 = O0với ~10 < z < 50 
b/ 3x + 5y = 7 với 6 < x <:42 và 2 < y < 17 
3.21 z, y phải cùng chấn hoặc cùng lễ » x + y và x - y cùng chấn. 
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x+y=2u,x-y = 9v z 4u + 4v? z (x ty)“ + x- y)Ê = 
2x2 + y3 = 4z2 >u2 + v2 = z2, 
Giải phương trình này, lấy x = u + v, y =u_- v. 
3.22 - Bộ ba số x = 2m ~ 1, y = 2m, z = 2m2 + 1(m € N) là nghiệm 
của phương trình. 
Ghi chú. Có thể áp dụng phương pháp giải x2 + yˆ = z2 để giải 
ax” + yˆ = z^. 
8.23 Dùng hằng đẳng thức (nˆ +n~ 1) + (2n + 1) = 
=(nˆ +n + U + 1. 
Với n = 1, 2, 3 có 62 + 62 = 7? + 1, I2 + 7 = 132 + 1 
192 + 92c 212 + 1 
cũng có: [2n(4n + L)]Ê + (16nŠ - 1) = (16n” + 2n)” + 1 
từ đó, có chẳng hạn: 102 + 152 = 182 + 1, 362 + 1272 = 1322 + 1 
3.24 (x + 2y)(x - 2y) =l ® Ì: (Œ% + 2y) ex = + 1,y=0 
3.25 (x + y)(x - y) = 9L. Xét mọi trường hợp xảy ra với 
91 = (+ 1(+91)=( + 13)(+ 7). Có § nghiệm nguyên. 
3.26 x, y, z có ước chung d > 1: x = dr, y = dy, z = dz' 
« 2(dr)2 + 3(dy)ˆ = (dz)?2 © 2x? + 3y2 = z2 
Vì vậy, có thê giả thiết (x ,y, z) = L. Nói riềng x và z không là 
bội của 3 (nếu x = 3u, z = 3v thì sẽ có y = 3t) 
+ 2x2 = r2 _ 3y, tức 2 và .? có cùng số dư (z 0) khi chia cho 
3, điều không thể có. Vậy phương trình vô nghiệm (không có nghiệm 
nguyôn) 
3.27 x2 + x- y? =0 œx(x + Ì) = y? mà (x,x + l) = 1. Phương trình 
vô nghiệm. 
3.28 (x - y) (x 
xw#y) 
(x- y2 = 7 - Ä3xy + 7 - Äxy > 0, xy < 7/8 
Hai nghiệm (x = 1; y = 2), x = 2; y = Ù), ngoài x = y 
3.29 (x + 2y)(3x + 4y) = 96. Chú ý rằng (x + 2y) + (3x + 4y) = 4x 
+ ỗy = 2(2x + 3y). Hai số x + 2y và 3x + 4y đều chắn. 


Ê + xy + y2) = Tứ - y) © x” + xy + yˆ = 7 tới 
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3.30 (18z2 + 27y?) + (x2 + y2) = 3.243 ~ x2 + y2: 9 
+ex: 3 và y : 3 
x = 3u, y = đu = 19uˆ + 28v2 = 81. 
tương tự: u = 3s, v = 3r  19s2 + 28r2 = 9, 


“8 =ỏp, r = 3q ø 19p^ + 28q^ = 1 
Vô nghiệm. 


3.31 - (x - ð)œ@ + 3) = -18. Có 12 nghiệm nguyến. 
đ.32 - (x - l) - 1) = lœ®(x = 2, y = 2) và (x = 0,y =0) 
3.33 Có thể giả thiết x < y 
x=yx~2x+1=x2z«®x6z- 9) =1 >x=1Ly=lLz<=3 
+ < y *xyz < 2y + Ì ® xyz < 2y © Xxz <S 2 + x = l hoặc 2 
+ = ly + 2=yz(> le y(z - l =2»®»y=2,z=2 
xz =2 =y+ 3= 2y¿ œ ÿy(2z - ]) = 3 
+ y = 3 (do y > #) và z = ] 
Có ba nghiệm (x <4 y ) : (1; 1; 3), (1; 2; 2) và (2; 3; 1) 
3.34 x” = 23 + 2z”) + x” chắn + zx chắn : x = 2z' 
8x? = 2(yŸ + 2z) + y) = 4x - 2z + y = 9y. 
Do đó z = 22'. 
(2x)3 = 2I(2y)3 + 2(2z)3| œ x3 = 23 + 2z'3) 


Như vậy, nếu (zx ; y ; z) là nghiệm thì . cúng là 


b¿ Ẻ 


II 


nghiệm. quá trình này tiếp diễn mãi được; (x; y; z) chỉ có thể 
là (0; 0; 0) 
3.35 yˆ = xỶ + 7 + x phải lè, vì (2k)Ÿ + 7 = 8k + 7 không thể là số 
chính phương. 
y 2+ 1=x”+8=(Œ.+ 22 ~ 2v + 4) 
x2 - 9x + 4 =(x-— UP + 3 có dạng 4k + 3 ( lẻ) 
Mà số có dạng 4k + 3 phải có một ước nguyên tố q có 

dạng đó (phân tích 4k + 3 ra thừa số nguyên tố không thể chỉ 
gồm có các thừa số dạng 4k + 1, vì tích của chúng là số có 
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dạng (4k + 1); y + 1 không thể là bội của q. 


Phương trình vô nghiệm. 


8.36 Tương tự bài 3.34. 


(1) xÊ + y? +z2= x?y? ằx, y không thể đều là số lẻ. 
(theo mod 4, nếu z^ y2 m 1 thì xấy? = R +? =zˆ. 1) 
x chấn hoặc y chấn « x2yˆ: 4 =xˆ +yÊ+ z2:4- 
9 € 
~”xz= 2x, y = 2y), Z = ^zn + XỊ+ y1 +21“ 4X1Vị (2) 
Như vậy, nếu x, ÿy, z là nghiệm của phương trình (1) đã cho thì 
x+ =xÍ 2, Yy„= y/2, z¡ = Z/2 là nghiệm của (2). | 
Tiếp tục như vậy, có 
xÃ = =(~xg N X4) KT ⁄4) 
=z —(= 5 = “” (+ ; #ạ= —” (= 
2 1272 2 2 


là nghiệm của xã + Y2 + z2 = 16x z2 


Quá trình này có thể tiếp tục mái, các số là số chắn 


= 
zk 2k 2È 


với mọi k. Do đó (x; y; z) chỉ có thể là (0; 0, 0) 
3.37 ~ Tương tự 3.36 
3.38 ~ Tương tự 3.36... 


x y L/ 
3.39 Đặt —=p,—~=q,—“=68 
uư u u 


170 


Pˆ+q 5 +s=1>p=1,q=s= 0 là một nghiệm. 


Lại đặt p = z¡ + lq ZW), 8= Zy 
XỊ m Ÿiy r 


Xx,+y,+z, +2x, = 0, Giả sử — ~=—, —=— 
1 1 1 1 ¬ h ì n 
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x=(fˆ®+n2~ m2 


y“=2mrt 
z= 2mnt 
u =(Œ^+nÊ + m2 tCZ 
3.40 x= p? + qˆ +rh— sk, y = 2qsk, z = 2rak, 
u = 2pak, th(p?+q“+rP+a^)k, k€Z 


3.41 Tương tự 3.36. 
3.42 y? = x& + 8) % + U Œ + 7) 
= (x2 + 8x) %2 + 8x + 7) = z2 + Ta 
(2 = +2 + 8x). Nếu z > 9 thì 
(z + 8) = z2 + 6z + 9< z2 + 7z = y2 < z2 + 8z + 16 
= ø + 4) _ 
yˆ nằm giữa bình phương của hai số liên tiếp, vô lý. 


~x2 + 8x =z <9 +>-9<x4<1 Thử các giá trị này của z, có 


x = -9, -8, -7, -4, -l, 0, 1 nghiệm đúng, từ đó có y tương ứng. 

3.43 Tương tự 3.35 

3.44 x = 0, y = + 1 là hai nghiệm duy nhất: _ 
x>0»(x2 + U < xổ + 3x + 1= y'< xổ ‡ 4x” + 4 
= 6) + 9)ˆ | 
» không có y', vì không có x)” + 1< y2 <xÌ+2ˆ 
x<s-2>(x) + 2)2<x + 8r)+ 1=yf<zx9+ 2x) + H 
= 6Š + 12 
x=-~ls-l=y! 

3.45 Tương tự 3.44 
yệ = 8œ&Ở + 4x2 + 4x + 9) = (2203 
với z2 = x” + 8x2. + 4x + 2. 
x<0+(Œœz+1<z?<Œœ&œ+2)+x+1<z<x+29,vôlý, 
xz_—2 + đặt xI = -z - 2 > Ú, y1 = -y ® Z1 và y1 thỏa mãn 
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œi + 2)° - xƒ = xỈ! - œ + 2)° = -y) = yŸ 


điều này không thể có với xị z 0. 

-2 < x < Ô +>x #= -], y = 0 là nghiệm duy nhất. 
846 n=2k => nÝ= 16k”: 16 

n= 92k + 1 =n'°~1=(n-1(n + 1Á(nỄ +: 


I 


l 


({n - l,n + 1L, n^ + d‹ng nan dan + 1 
chia hết cho 4). Như vậy, khi chia tổng XI + XS +... + nh , cho 16, có 
số dư bằng số các số lẻ trong xị, x„..., x;„, tức là không vượt quá 


14. Còn 1599 = 1600 ~ 1, chia cho 16 có dự là ~1, tức lỗ. Phương 
trình vô nghiệm. 


8.47 - Phương trình xŠ - yŸ = k có nghiệm nguyên ® k # 4t + 2 
(t € 2) 
a) x2 - yˆ = k có nghiệm nguyên œ k # 4t + 2. Chỉ cần xét mọi 
trường hợp : x, y cùng chân, cùng lẻ, và một chấn một lẻ. 


b) k # át + 2: k chấn ® k = Ám ®x =m + 1,y. =m - Ì 
là nghiệm của phương trình 


kiẻề =Tkz=2n + li ~xz=Zn+ly=n 
là nghiệm _ phương trình. 


8.48 - Khi chia nỶ cho 9, số dư là 0, 1 hay 8. Suy ra nh n2 trình 
không có nghiệm bgiio khi và chỉ khi k = 0t + 4 


3.49 (2m2 + 1)2-~ (mP + 1)(2m)Ê = 1 nên phương trình có nghiệm là 
= 2m^ + 1, y = 2m 


Từ œ2 + Dy^)2 - D(2x y)ˆ = (x” ~ Dy?)F 

Suy ra : nếu đọ; #ạ) là nghiệm thì (xố . Dyộ ; 2x, Ÿọ) cũng là 
nghiệm. 
8.50 - (8xọ + 2yạ + ĐỂ + (ro + Đya + 2)” = (Axạ + 3ya + 2), ở 

€ 9 : 2 
vế phải thay 9y = 8y2 + y2 = By) + 2xÓ + 2x0 + 1 
32+ 42 = 6° ứ6ạ =8, yạ = 6) xay = 33+ 25 + 1= 90. 
⁄ị = 4.3 + 3.5 + 2 = 99(202 + 212 = 292), xạ = 119, y” = 169 
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(1192 + 1202 = 1692, và... 
3.51 —- Dễ thấy (1; 1) là nghiệm + (8; 6) (49; 35) œ.. 
8.52 - (1; 1) œ (22, 13) (318 ; 181) +» (4366; 2521) 
3.53 - (3, 2) : (17; 12) + (99, 70) + (ð7?;, 408) 
| 3.õð4 Không mất tính tổng quát, có thể giả thiết x <s y 4z <t 
`Ã“ 
| yˆ „4 t? 
t< 3vì 2g an 
xS yˆ z 
Nghiệm duy nhất: x £ y = z = t= 2 
3.55 — a) Có thể giả thiết 0< x < y <z. Rõ ràng là x > 1. Mặt khác 
x < 4 vì nếu xz4 thì 


Vậy chỉ có thể x = 2 hoặc x = 3 


_ 


1 1 
=2#»zr—+==—=®(y-2)(2-2)=4eœ©œy=4,z =4 


c 
tả 
t2 


hoặc y = 3, z = 6 


1 2 
x=3» ——+—=—~eœ (2y - 3)(2z - 3) = 9 œy =3. z = 3. 


t | =- 
tà 
c» 


b) Tương tự 3.54 và 3.55 a) 


Có thể giả thiết 0 < x < y < z s t. Để thỏa mãn phương trình phải 
có x > 1 và xz < 5, tức x = 2, 3, 4 
+ 


xxz==2« + 


NM Ím 


1 
=— ®@ 2< y<7(ysz<t) 
2 


+ + 6 < z< 13, z = 7, 8, 9, 10, 11, 12. 


——_ 
— 


y=ảxe 


%$ |2 ®% | 
NỈ 
œ2 cœ | 


+ð Có 5 nghiệm (với z = 11 thì không có giá trị t nguyên) 
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Tiếp tục với y = 4 (có 3 nghiệm), y = õ (có một nghiệm), y = 6 
(có 1 nghiệm) 
x=3=y=8,4. Với y = 3, có 2 nghiệm; với y = 4 có 1 nghiệm 
x = 4, có 1 nghiệm. 
9.56 - Với mọi bộ ba số (+; y; z) thỏa mán phương trình, giả sử 
0<x<SySz thì 
LÔ 1 1 1 1 


1 
0<—=s-<s—>®#—<—+ <s— 
z Y X X x ÿy 1991 x 
+ 1991 < z < 3.1991, nghĩa là x lấy một số hứu hạn giá trị (không 
nhiều hơn 2.1991). Với mỗi giá trị của x, có 
1 1 1 1 2 2.1991x 
——— - ~ =#— + ~<~ ® ÿS—————<21991 
1991 x y z y x— 1991 


Với x, y đã biết thì có nhiều nhất là một giá trị tương ứng của 





lì 1 3 
nh: 
r/ 


Vậy có tất cả không quá 2.1991 nghiệm. 


Có thể thấy ngay một nghiệm là x = y = z = 3.1991 
1 1 1 
3.57 - a) Xét — + —=~ (a nguyên dương) 
x y Aa 
“«axy +ay =xy `“ (x - a)@ - a) = a2 


Có tất cả 2r - 1 nghiệm, với r là số các ước số của a2: 


x¬—a=d x ¬a*= ~d 
2 d là một ước số của a. 
y-a=#/⁄4 |y-aw~8⁄4 
(trừ z — a = -a, y - a = -a ® *# = 0, y = Ô, vô nghĩa) 
Với a = 14, a^ = 1996 có các ước là (9 ước) 
1, 2, 4, 7, 14, 28, 49, 98, 196 
và phương trình có 2.9 ~ 1 = 17 nghiệm. Thí dụ với d = 4 


x~l4=á4 x^= 18 x — l4 ~= =4 x=10 
có tức và tức 
y—l1l4=49 y=36 y - 14 = -49 y=—35 


b) Có phương trình tương đương : 
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Œ ~ z)(y ~ z) = zˆ 
Gọi t = (z, ÿ, z), tức x = #q¡ t, ÿ = yịt, ø = 21, Œụ; #g z4)“ 1 
m = (X¡, z¡) tÚc #ị = mME,; Z¡ = mza, (X2, z2) = 
n= Ớt, #4) tức y¡ = hÿ¿, z¡ = z2, Ứo, z2) = 1 
+» ({m, n) = 1vì Œb Yp Z¡) = 1 
và z¿ạ = mnp vì #y = K72 = Na 
thay x = mx,t, y = nyut, z = mnpt vào (1) và rút gọn cho rant2 
được | 
(x2 - np)\œZ - mp) = mnpˆ (2) 
Xay2 = (x2 +2} 
* *ayo : p mà (xo, p) = 1dom = đụ z4) = (mx., mnp), 
GŒø, p) = ldon # Ớy, Z¡) = (ny¿, nmnp) 
“= p = 1 và (2) thành 
(x¿ - n)@o - m) = mn 
(Xø, n) = 1 vwì (# lập Z4) = (m+¿, ny¿, mn) = ] 
* (on, n) = l>ya-m:n 


Tương tự : xạ -n : m 


Tức xu=m+n, yo=nz+m 


Công thức của nghiệm tổng quát là: 
x = m(m # n)t, y = n(n * m)t, Z = mn£ 
3.58 ~ Thứ trực tiếp với xz < 5, có nghiệm à xz = l1, y = #1 và 
x =3,y= +3. Còn với x> 5, phương trình vô nghiệm: . 
1! + 2! + 31 + 4! = 33, còn B1, 61, 71... đều tận cùng là 0, vì 
vậy 1! + 9! +... + xl tận cùng bằng 3 với x>ð, trong khi đó yF 
không thể tận cùng là 3. 


4.3 xyzt — 2yzt = 1000x — yzt = Xz 
ẳ 990x = 100y + l11z + t, trong đó 0<y,zt<9,0<x«<9 
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= 1 œ 990 z 100y + 1l: + t® y =9. 
è; 90 = 11z + t > z = 8. Đáp số 1982. 


4.4 100x + lÔy + z < 10(%x + 1)'(chú ý: 0<y,zx<9,0<x49) 
Nếu y hoặc z khác Ó0 thì x + y + z>x + Ì 


__ 100x + lŨy + z : 100(x + 1) 


= 100. 
x+y+z x+l 

y=z=0*t= 100 
4.ð a..... aị ao 7 Bðx 7= 3ỗ “~ aa = 5 (nhớ 3) 
x5 5aa + 3 = 28 ~ ai = 8 (nhớ 2) 
Tan ao ai 8o Ban +2=Z44 “= ao = 2 (nhớ 4) 

Cho đến 8g = 7 thì kết thúc. 
Số 714285. 


4.6 - a = 1, 4, 9 + ad = 16, 49 (không có 9d là chính phương) 
+ d=6,9 => cảd= 16, 36, 49 = abcd = 1936 


4.7-a +bz7(1,a7+bÊ<90 (2) 10a + b > 2đ0b + a) (3) 
(1) và (2) 2z a = 2, b = õ hoặc a = 5, b = 2 
(3) = 8a > 19b Vậy a = 5, b = 2. Đáp số 52. 
4.8 - 10x + y = kxy có nghiệm với k = 1, 2, 5 + 11, 12, 15, 24, 36. 
4.9- P = abcdez= abe.1000 + dez, P + (abc — dez) = abc.1001 
4.10 P = abca +b+c=7k>a=7k-b-c 
sz P = 100(/k—b-—c) + 10b + c = 100.7k - 90b - 99c 
= 100.7k - 13.7b + b- 1l4.7c-c = 7M +(b-c) 
4.11M = a„...a¡aeạ,N = a„...ay + 4ao 
10N - M = a....a¡.10 + 40a, — a,...ai.10 ~ aạ = 39 ao ¡ 13 





vì (10, 13) = 1 nên 1ON : 13 N: 13 
412.Me=a. ai, N = 3a....ai t+2aa ®Ẩe2M-N: 17 


4.18 (8, 9) = 1“ N = 1234xy = 123400+xy = 72.1713 + 64 + xy 
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N :8.9 = 72 œ 64 + xy : 72 
+ 64 + xy = 72 w xy = 08 hoặc 64 + xy = 144 + xy = 80 
4.14 abc - (a + b + c) = 99a + 9b = 9(11a + b) : 9. Tổng các chứ: 
số của hiệu này chia hết cho 9, vì vậy nếu tiếp tục thì mỗi lần 
giảm đi 18 hoặc 9 và cuối cùng phải đến 0. 
4.16 - a) 2111, b) 11011. c) 700034. 
đ) kí hiệu A = 10, B = 11 thì có B0AAIs¿ 
4.{7 a) cơ số 6; 7, 5 z 8 
b) t : 223; 111; 4444. 
4.18 a) 2x + 3 = 3y + 2 2> x = 4, y = 3 hoặc x = 7, y = Š 
4.19 a) 22 + 1L = 10, 38, + 2, = 11, 46a + 61, = 140, 
b) 5 + 4 cho 2, thức Š + 4 = 12, cơ số 7. 
4.20 Số theo cơ số 6. 
4.21 a) 121_ = g2 + 2g + 1= (g + 1 
c ø” + 3g” + 3g + l=(g+ 1)” 


4.22 - a0) N = ta... ai), = Mg + ao. Nếu d là ước của g thì 


B 
N:de ao : d. 

Trong hệ cơ số 12 chẳng hạn thì dấu hiệu chia hết cho 2, 3, 4, 
6 (các ước của 12) là chứ số tận cùng chia hết cho số tương ứng. 

b) (An... ai A0), rg—_ 1*+a + .. +aiy taairg~l 

(an s.. 8iAg)„  † { % ao - 8ì +ay- aa + ..:g† 1 

Chứng minh tương tự chứng mình dấu hiệu chia hết cho 9, cho 

11 trong hệ thập phân. 


4.23-a)ìN = (A en A0) 3= a. +... + dụ, N—-SŠ5=m.d 


N=g=U0, + S =1+0=12»g= + md ` 
g~ Ì 


———— 


m 


bì d =3 »=g= 4,7, 10, 13... (m = 1, 2, 3, 4...) 
d = 92g = 10, 19, 28... (m = 1, 2, ồ...) 


e. dd 
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=> g= 10, 19, 28... (m = 1, 2, 3... 
g0 — 


ra 1 


(1010101). = g° + ` + g2 +1= 





4.24 (1010), = ø° + øgˆ+1= =(g +g+1œ@ -g+1) 
g”— 
2—~1 
4.25 2abc = (abc), = P = (200 - g”) a + (20 - g)b + e = 0 

Trong đó 1 sa < 9, 0sb,c<9,g > a,g>b,g>c. 

Cơ số g không thê < 14 hoặc z> 16 

(g< 14 + P z4,gz> 16 »® =>P<-Ìl]l) 

g = lỗ =P =-25a + õb + c = 0 >ec = 0 hoặc c = Õ. 


= (g2 + 1? + 1) 





ce=0 =a=l,b=5, abc = 150 
c=5 =a>=lbz=á4, abc = 145 
a=2,b=9, abc = 995 


4.36 a) Không. 

b) Không quá 10 câu, vì số từ 0 đến 1000 chuyển sang hệ nhị 
phân thì có không quá 10 chữ số. 
4.37 - Viết a, b, c trong hệ nhị phân: 


a = (âu ai 8o) 3J=(011), 
b= 0ý bị Đụ)¿ 53=(101), 
C# (C C Co)u 7? = (1-1 1) 
LẤy tổng số biểu diễn bởi các chứ số trong từng hàng: 
8o + bọ + Cụ ai + bị + Cn au + b„ + Cụ 


Các tổng này có thể lẻ (như aa + bạ +eạ=l1+ 1+ 1) hoặc 
chấn (ai + bị + c¡ = 1+ 01+ 1,a, +b¿+c =0†1+1) 

Người đi trước (A) dùng chiến thuật: lấy một số que ở một đống 
sao cho sau đó mọi tổng trên đều là chăn. Thí dụ: lấy 1 que ở bất kỳ 
đống nào (để có ao + bạ † cạ = 1 + 1 trong khi các tông khác văn 
là chấn) lấy ở đống thứ ba chẳng hạn. Lúc đó, người đi sau (B) sẽ đứng 
trước ba đống với số que như sau: 
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3J=(011), 
õ=(101), 
6=(110), 


Trong đó mọi tổng ao + bọ + cọ, a, + Dị + Cị, a¿ + bạ + Ca 
đèu chốn, B lấy đi bao nhiêu que ở một đống nào cũng làm cho ( nhất 
một trong ba tổng trên trở thành số lẻ. Đến lượt mình, A lại lấy một 
số que để cho mọi tổng trên đều chắn. Cuối cùng, À làm cho mọi tổng 
đó đều bằng 0, tức là A tháng. 


Chú ý rằng như vậy nếu ban đầu cho ba đống với 3, 5, 6 que thì 
người đi sau sẽ thắng (nếu biết cách chơi). 


Có thể dễ dàng mở rộng trò chơi với nhiều đống, và số que ở mỗi 
đống là số tùy ý cho trước. 
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